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Prefazione

Questo testo nasce dal materiale didattico sviluppato per il corso di Strut-
ture per Veicoli Spaziali, tenuto da Erasmo Carrera presso il Politecnico di
Torino a partire dall’anno accademico 2004,/2005 e, dall’anno accademi-
co 2019/2020, da Alfonso Pagani. Parte del materiale dedicato all’analisi
non lineare deriva inoltre dagli appunti del corso di Analisi Non Lineare
delle Strutture Aerospaziali, tenuto da Erasmo Carrera fino all’anno acca-
demico 2010/2011 per gli studenti della Laurea Magistrale in Ingegneria
Aerospaziale del Politecnico di Torino.

Nel corso degli anni questi appunti sono stati progressivamente ampliati
e riorganizzati con l’obiettivo di fornire un percorso unitario attraverso
alcuni dei principali strumenti utilizzati nell’analisi delle strutture spaziali.
1l testo affianca quindi argomenti classici della meccanica strutturale, quali
la dinamica dei sistemi discreti, 'analisi modale e il metodo degli elementi
finiti, a temi piu specificamente legati alle applicazioni spaziali, tra cui
le strutture laminate, la termoelasticita, 1’analisi geometricamente non
lineare, 'instabilita e le strutture dispiegabili.

Alcuni degli argomenti pit avanzati traggono origine dalle attivita di ricer-
ca svolte presso il MUL2 Lab del Dipartimento di Ingegneria Meccanica e
Aerospaziale del Politecnico di Torino. In questi casi, risultati e formula-
zioni proprie della letteratura scientifica sono stati talvolta semplificati e
riorganizzati privilegiandone gli aspetti fondamentali, cosi da renderli ac-
cessibili agli studenti e, al tempo stesso, fornire un primo inquadramento
a chi desideri approfondire tali temi nell’ambito della ricerca.

Il volume non intende, né potrebbe, costituire un riferimento esaustivo sul-
la progettazione e sull’analisi delle strutture spaziali. L’obiettivo e piut-
tosto fornire le basi teoriche e gli strumenti metodologici necessari per
affrontare alcuni problemi rappresentativi e, soprattutto, per proseguire
autonomamente lo studio attraverso testi specialistici, articoli scientifici,
manuali tecnici e normativa di settore.

Il testo e corredato da materiale didattico aggiuntivo, comprendente pre-
sentazioni e codici di calcolo, disponibile all’indirizzo

https://alfonsopagani.github.io/svs/

Il materiale sara progressivamente aggiornato e integrato.


https://alfonsopagani.github.io/svs/
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Parte 1

Dinamica strutturale






Capitolo 2

Risposta libera e forzata di
una massa oscillante

In questo capitolo verranno richiamati alcuni concetti fondamentali della dinamica
strutturale. L’obiettivo e caratterizzare la risposta di una struttura soggetta a carichi
variabili nel tempo, espressa principalmente in termini di spostamenti, accelerazioni
e forze interne.

A tal fine si fara inizialmente riferimento a modelli discreti a masse concentrate. In
particolare, la struttura sara idealizzata mediante un sistema massa—molla—smorzatore
ad un grado di liberta. I sistemi discreti a piu gradi di liberta e i modelli continui a
massa distribuita saranno introdotti nei capitoli successivi.

2.1 Sistema ad un grado di liberta

L’esempio in Fig. 2.1 rappresenta il piu semplice sistema vibrante. Esso e costituito
da una massa m, da una molla lineare di rigidezza k e da uno smorzatore viscoso
caratterizzato dal coefficiente c.

Il coefficiente di smorzamento ¢ generalmente piu difficile da determinare rispetto
alla massa e alla rigidezza. Nel modello massa—molla—smorzatore, il termine viscoso
rappresenta spesso uno smorzamento equivalente, nel quale vengono condensati diversi
meccanismi dissipativi presenti nella struttura, quali dissipazione del materiale, attrito
nelle giunzioni, interfacce e dispositivi smorzanti.!

Si considereranno inizialmente problemi lineari. La forza elastica di richiamo e la
forza viscosa sono quindi assunte proporzionali, rispettivamente, allo spostamento
x(t) e alla velocita @(t):

Fi(t) = ka(t),  Fu(t) = ci(t). (2.1)

La massa m & assunta costante, mentre il termine inerziale ¢ proporzionale all’acce-
lerazione Z(t).

o) frequente 'impiego di dispositivi passivi o attivi per modificare la risposta vibrazionale delle
strutture spaziali.
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Figura 2.1: Sistema massa—molla—smorzatore e relativo diagramma di corpo libero.

Lo schema costituisce evidentemente una forte idealizzazione della struttura rea-
le. Tuttavia, permette di introdurre in forma semplice concetti fondamentali della
dinamica strutturale, che verranno successivamente estesi a sistemi piti complessi.

2.2 Forzante

Nello schema considerato, F(t) rappresenta una forza esterna variabile nel tempo. La
risposta del sistema puo essere studiata direttamente nel dominio del tempo oppure,
quando conveniente, nel dominio delle frequenze.

Una prima distinzione puo essere fatta tra forzanti deterministiche e casuali. Nel
primo caso, ’andamento temporale della forza & noto in modo deterministico; nel
secondo, la forzante viene descritta mediante grandezze statistiche.

Tra le forzanti deterministiche si possono distinguere carichi costanti ovvero stazionari,
indipendenti dal tempo; carichi periodici, il cui andamento si ripete dopo un intervallo
di tempo definito; e carichi transitori o non periodici, quali impulsi, gradini e altre
azioni di durata limitata.

Un caso particolarmente importante di carico periodico & la forzante armonica, descrit-
ta, ad esempio, mediante una funzione sinusoidale. O piu in generale, una forzante
periodica puo essere rappresentata come sovrapposizione di componenti armoniche
mediante una serie di Fourier.

Le forzanti casuali, o random, non sono invece descritte mediante una singola storia
temporale deterministica, ma attraverso grandezze statistiche e spettrali. Esse assu-
mono particolare importanza nella modellazione dell’ambiente vibroacustico di lancio.
Alcuni esempi delle diverse tipologie di forzante sono riportati in Fig. 2.2.

Nelle applicazioni spaziali si incontrano tutte queste tipologie di eccitazione. Compo-
nenti armoniche possono essere generate, ad esempio, da macchine rotanti o da altre
sorgenti periodiche. Carichi transitori sono invece associati a eventi quali separazioni,
accensioni e spegnimenti dei motori o attivazione di meccanismi. L’ambiente vibroa-
custico del lancio presenta infine una componente prevalentemente random, che risulta
conveniente caratterizzare nel dominio delle frequenze mediante grandezze spettrali.
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Figura 2.2: Esempi di forzanti, F(t).

2.3 Risposta del sistema non smorzato

Con riferimento alla Fig. 2.1, ’equazione del moto del sistema massa—molla—smorzatore
& un’equazione differenziale ordinaria del secondo ordine:

mi(t) + ci(t) + kax(t) = F(t). (2.2)

I simboli () e () indicano rispettivamente la derivata prima e seconda rispetto al
tempo. Pertanto, se x(t) rappresenta lo spostamento della massa rispetto alla po-
sizione di riferimento, &(t) e #(t) ne rappresentano, rispettivamente, la velocita e
I’accelerazione.

Inizialmente consideriamo il caso in cui lo smorzamento sia trascurabile, ponendo
¢ = 0. L’equazione del moto diventa quindi

mi(t) + ka(t) = F(t). (2.3)

Trattandosi di un’equazione differenziale lineare, la soluzione puo essere espressa
come somma della soluzione dell’equazione omogenea associata e di una soluzione
particolare:

2(t) = zn(t) + (1), (2.4)

dove z,(t) soddisfa
man(t) + kap(t) =0, (2.5)

mentre z,(t) dipende dalla forzante esterna F'(t).
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2.3.1 Soluzione omogenea e frequenza naturale

La soluzione dell’equazione omogenea puo essere posta nella forma
xp(t) = A sin(wt) + B cos(wt), (2.6)

dove A e B sono costanti determinate dalle condizioni iniziali. Sostituendo la Eq. (2.6)
nella Eq. (2.5), si ottiene

—m Aw?sin(wt) — m B w? cos(wt) + k A sin(wt) + k B cos(wt) = 0. (2.7)
Raccogliendo i termini,
(k —mw?) [A sin(wt) + B cos(wt)] = 0. (2.8)

Escludendo la soluzione banale A = B = 0, la relazione deve essere verificata per ogni
istante di tempo e richiede quindi

k—mw? =0. (2.9)

Si ottiene cosi la pulsazione naturale del sistema:

=1/ —. 2.10
w - (2.10)

La corrispondente frequenza naturale f,,, espressa in Hz, e il periodo naturale T;, sono

Wn 1 2

fn_ Tnzi

- g’ fn Wn

(2.11)

La pulsazione naturale w, caratterizza le oscillazioni libere del sistema non smor-
zato. Se il sistema viene perturbato dalla propria configurazione di equilibrio e
successivamente lasciato libero (F'(t) = 0), esso oscilla alla pulsazione w,.

La stessa grandezza assume un ruolo fondamentale anche nella risposta forzata. Quan-
do la frequenza di una forzante armonica si avvicina alla frequenza naturale del si-
stema, la risposta puo risultare fortemente amplificata. Questa condizione prende il
nome di risonanza.>Nel modello ideale non smorzato, una forzante armonica applicata
esattamente alla frequenza naturale conduce a una risposta la cui ampiezza cresce nel
tempo.

Nel sistema lineare considerato, w,, dipende unicamente dalla massa e dalla rigidezza.
In sistemi piu complessi, e in particolare in presenza di non linearita geometriche, la
rigidezza puo dipendere dallo stato di equilibrio e dal livello di carico. Le frequenze
naturali possono quindi variare al variare della configurazione attorno alla quale viene
studiata la risposta.

2Nel progetto strutturale & generalmente opportuno evitare la coincidenza tra frequenze proprie e
componenti significative dello spettro di eccitazione, oppure assicurare che smorzamento, isolamento
e margini strutturali siano sufficienti a limitare ’amplificazione della risposta. In altre applicazioni,
come alcuni dispositivi per energy harvesting o per la trasmissione dei dati, la risonanza pud invece
essere sfruttata deliberatamente.
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Figura 2.3: La risposta del sistema vibrante ad una generica forzante F'(t) puo essere
ricavata come sovrapposizione delle risposte a impulsi di durata infinitesima.

Torniamo alla soluzione omogenea. Le costanti A e B vengono determinate imponendo
le condizioni iniziali. Siano

2(0) =20,  #(0) = . (2.12)
Ponendo ¢ = 0 nella Eq. (2.6), si ottiene
xo = A sin(0) + B cos(0) = B = . (2.13)
Derivando la Eq. (2.6),

&p(t) = Awy, cos(wpt) — B wy, sin(wnt), (2.14)

.....

io = Aw, cos(0) — Bw,sin(0) = A= j—o (2.15)

La risposta libera del sistema non smorzato € pertanto

en(t) = zi sin(wnt) + 2o cos(wnt). (2.16)

2.3.2 Soluzione particolare

La Fig. 2.3 mostra una generica forzante F'(t) applicata al sistema massa—molla. Per
un sistema lineare, tale forzante puo essere interpretata come una successione continua
di impulsi infinitesimi. La risposta complessiva puo quindi essere ottenuta sfruttando
il principio di sovrapposizione.

Consideriamo I'impulso applicato nell’intervallo infinitesimo compreso tra 7 e 7+ dr:

dI = F(7)dr. (2.17)

Poiché I'impulso produce una variazione istantanea della quantita di moto, I'incre-
mento di velocita della massa &

F(r)

di(r) = -

dr. (2.18)
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Dopo I’applicazione dell’impulso, il sistema evolve liberamente. Utilizzando la Eq. (2.16)
con spostamento iniziale nullo e velocita iniziale pari a dz(7), il contributo dello stesso
impulso alla risposta osservata in un generico istante ¢t > 7 e

F(r)

mwpy

dz(t) =

sin (wn(t - T)) dr. (2.19)

Sommando i contributi di tutti gli impulsi applicati tra 'istante iniziale e I'istante t,
si ottiene il cosiddetto integrale di Duhamel:

2(t) = — /OtF(T)sm(wn(t—T))dT. (2.20)

mwy

La Eq. (2.20) fornisce la risposta del sistema non smorzato con condizioni iniziali
omogenee. Pil in generale, essa rappresenta la soluzione particolare x,(t), che deve
essere sommata alla soluzione omogenea associata quando xg o @y sono diversi da
ZEro.

L’integrale di Duhamel costituisce una rappresentazione esatta della risposta di un
sistema lineare ad una forzante generica. Solo per alcune forme di F'(¢) I'integrale pud
essere valutato analiticamente in forma chiusa; negli altri casi puo essere calcolato
numericamente.

Il principio non & limitato ai sistemi ad un singolo grado di liberta. Nei sistemi a piu
gradi di liberta, la stessa idea puo essere applicata alle singole coordinate modali, come
verra mostrato successivamente introducendo i metodi di sovrapposizione modale.

2.4 Risposta a forzanti notevoli

Dopo aver introdotto la soluzione generale del sistema non smorzato, consideriamo
alcune forzanti di particolare interesse. Questi casi consentono di evidenziare alcuni
fenomeni fondamentali della dinamica strutturale e saranno utili come riferimento
nelle applicazioni discusse nei capitoli successivi.

2.4.1 Gradino

Consideriamo inizialmente la risposta del sistema massa-molla a un carico a gradino

(step load), definito come
t
Fy=4% 1= (2.21)
Fy, t>0.

Si tratta quindi di un carico applicato istantaneamente all’istante ¢ = 0 e successiva-
mente mantenuto costante, come rappresentato qualitativamente nella Fig. 2.2a.
Pur nella sua semplicita, questo problema permette di introdurre il concetto di ampli-
ficazione dinamica e di mostrare come la risposta a un carico applicato rapidamente
possa differire sensibilmente dalla corrispondente risposta statica.

L’equazione del moto, per t > 0, ¢

mi(t) + kx(t) = Fo, (2.22)

dove Fy rappresenta il valore costante della forza applicata.
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Figura 2.4: Risposta del sistema massa—molla alla forzante a gradino.

La soluzione ¢ data dalla somma della soluzione omogenea e di una soluzione parti-
colare. In questo caso, una soluzione particolare costante e

Fo
= —. 2.23
S (2.23)
Pertanto,
F
x(t) = A sin(wpt) + B cos(wnt) + ?O. (2.24)
Assumendo che la massa sia inizialmente a riposo,
x(0) =0, z(0) =0, (2.25)
si ottiene r
20=0 = Asin(0)+ B cos(0) + 2 =0
Fy k (2.26)
= B=—-——
k
) Auw, cos(0) 0)
To=0 = Aw, cos(0) — Bw, sin(0) =0
= A=0. (2.27)
La risposta risulta quindi
F
(1) = ?0(1 - Cos(wnt)>. (2.28)

La Fig. 2.4 mostra, a titolo di esempio, la risposta di un sistema non smorzato soggetto
a una forza Fy = 600 kN. Si assume una rigidezza k = 10° N/m e una pulsazione

naturale
k
n = _— = d s 2.29
w 1/ - =mra /s (2.29)

corrispondente al periodo naturale

2
T,=" =25 (2.30)

Wn
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La risposta oscilla attorno alla posizione di equilibrio statico Fy/k con periodo Ty,. 11
massimo spostamento si verifica quando

cos(wpt) = —1, (2.31)
ossia agli istanti
t:(2n+1)%, n=0,12... (2.32)
e vale r
Tmax = 2 ?0 (2.33)

E quindi utile definire il fattore di amplificazione dinamica

=1 — cos(wpt), (2.34)

che confronta la risposta dinamica con lo spostamento statico zg; = Fy/k prodotto
dallo stesso carico applicato quasi-staticamente.

Nel caso ideale non smorzato,
0<D(t) <2 (2.35)

Un carico applicato istantaneamente puod quindi produrre uno spostamento massi-
mo pari al doppio di quello corrispondente all’applicazione quasi-statica dello stesso
carico.

2.4.2 Forzante armonica

Un secondo caso fondamentale € quello di un sistema soggetto a una forzante armonica.
Una generica funzione periodica puo infatti essere rappresentata come sovrapposizione
di componenti armoniche; lo studio della risposta sinusoidale costituisce quindi la base
dell’analisi nel dominio delle frequenze.

Consideriamo una forza della forma

F(t) = Fysin(Qt), (2.36)

dove Fy ¢ 'ampiezza della forza e & la pulsazione di eccitazione, espressa in rad/s.
Per Q = w,, si ricerca una soluzione particolare nella forma

xp(t) = a sin(Qt) + b cos(Qt). (2.37)
Sostituendo nella Eq. (2.3), si ottiene
(k — mQ?) [a sin(Q) 4+ b cos(Qt)] = Fysin(Qt). (2.38)

Dal confronto dei coefficienti segue

b=0, = 2.39
“ k — mQ? ( )
La soluzione particolare & pertanto
Fo .
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Introducendo il rapporto tra la pulsazione di eccitazione e quella naturale,

Q
= — 2.41
= (241)
e ricordando che k = mwi7 si puo scrivere
o1 .
‘Tp(t) = ?ﬁ Sln(Qt). (2.42)
Il termine
! (2.43)
1—1r2 ’

mostra immediatamente il ruolo della frequenza di eccitazione. Quando 2 si avvicina
a wy, 'ampiezza della risposta stazionaria cresce rapidamente.

Nel caso ideale non smorzato, per 2 = w,, la precedente soluzione particolare non e
piu valida. Si ricerca allora una soluzione nella forma

xp(t) = Ctcos(wnt). (2.44)

Sostituendo nell’equazione del moto, si ottiene

—2mCw, sin(wyt) = Fysin(wyt), (2.45)

da cui r
C=—2. 2.46
2mwy, ( )

Pertanto,
(t) Fo t cos(wnt) (2.47)
x =— wpt). .
P 2mwn,

L’ampiezza della risposta cresce linearmente nel tempo. Questo risultato, proprio del
modello ideale non smorzato, evidenzia perché anche quantita relativamente piccole
di smorzamento assumano un ruolo fondamentale nella risposta in prossimita della
risonanza.

2.5 Analisi del sistema smorzato

Le strutture reali presentano sempre meccanismi di dissipazione dell’energia, dovuti
ad esempio al comportamento dei materiali, alle giunzioni, all’attrito nelle interfacce
o alla presenza di dispositivi smorzanti. Nel semplice modello considerato in que-
sto capitolo, tali effetti vengono rappresentati mediante uno smorzamento viscoso
equivalente.

In assenza di forzante esterna, I’equazione del moto ¢

mi(t) +cx(t) + kz(t) = 0. (2.48)

Data la pulsazione naturale w, come nell’Eq. (2.10), si definisce il coefficiente di
smorzamento critico
Cer = 2mwn (249)
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e il rapporto di smorzamento
(=t ¢

Cer 2muwy,

(2.50)

Il valore di ¢ permette di distinguere tre diversi regimi: ¢ < 1 identifica un sistema
sottosmorzato, ( = 1 un sistema criticamente smorzato e ( > 1 un sistema sovra-
smorzato. Nelle applicazioni strutturali e di particolare interesse il primo caso, per il
quale la risposta libera conserva un carattere oscillatorio.

Per ¢ < 1, la soluzione omogenea assume la forma

ap(t) = e Pt (A sin(wqt) + B cos(wdt)), (2.51)
dove .
f= o = Cun (2.52)

rappresenta il coefficiente che governa il decadimento esponenziale, mentre

wg = wp/1—¢2 (2.53)

e la pulsazione naturale smorzata.

Lo smorzamento riduce quindi progressivamente I’ampiezza delle oscillazioni e, al
tempo stesso, determina una pulsazione di oscillazione leggermente inferiore a quella
del sistema non smorzato. Per piccoli valori di (, tipici di molte strutture, si ha
Wy ™~ Wy,

Il rapporto di smorzamento non ¢ generalmente noto con la stessa precisione della
massa o della rigidezza e viene spesso determinato sperimentalmente.?

Per una forzante generica, anche nel caso smorzato € possibile utilizzare 'integrale di
Duhamel. Con condizioni iniziali omogenee, la risposta e

1

o(t) = /O tF(T) e B=") gin (wd(t - T)) dr. (2.54)

Rispetto alla Eq. (2.20), la risposta ad ogni impulso infinitesimo ¢ ora moltiplicata
per il termine e~” (t*T), che descrive il decadimento dovuto alla dissipazione.

Consideriamo nuovamente il carico a gradino introdotto nella Sezione 2.4.1. Per
condizioni iniziali omogenee, la risposta del sistema sottosmorzato e

x(t) = % {1 —e Pt (cos(wdt) + b sin(wdt))] : (2.55)

Wd

La Fig. 2.5 mostra la risposta dello stesso sistema considerato nella Sezione 2.4.1,
assumendo un rapporto di smorzamento ¢ = 0.10. A differenza del caso non smorzato,
le oscillazioni decadono progressivamente e la risposta tende al valore statico

)
st — k‘

3Un metodo classico consiste nel misurare il decremento logaritmico della risposta libera, confron-
tando ’ampiezza di due picchi separati da uno o piu periodi. Nel dominio delle frequenze, lo smor-
zamento puod invece essere stimato a partire dalla larghezza della curva di risposta in prossimita
della risonanza.

(2.56)
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t[s]
Figura 2.5: Risposta del sistema massa—molla—smorzatore alla forzante a gradino.

Lo smorzamento riduce anche il massimo fattore di amplificazione dinamica. Per una
risposta al gradino sottosmorzata, il primo massimo vale

Diax = 1 + exp <—\/%> . (2.57)

Per ¢ = 0.10 si ottiene
Doy ~ 1.73, (2.58)

contro il valore Dy, = 2 del sistema non smorzato.
Consideriamo infine una forzante armonica
F(t) = Fosin(Qt). (2.59)

La risposta completa e costituita dalla somma di un contributo transitorio, che decade
nel tempo, e di un contributo stazionario:

a(t) = e Pt [A sin(wqt) + B cos(wdt)}
W)
& [1 ) ( O >2

sin(Qt) — 2@ cos(§2t)

2

5O
+4(—

wn
Le costanti A e B dipendono dalle condizioni iniziali. I1 primo termine rappresenta il
transitorio e tende a zero per t — oo, mentre il secondo descrive la risposta stazionaria
alla pulsazione imposta €.
La presenza dello smorzamento impedisce la crescita indefinita della risposta osservata
nel modello non smorzato in condizioni di risonanza. L’amplificazione rimane finita e

dipende direttamente dal valore di {, come verra evidenziato nelle successive analisi
nel dominio delle frequenze.

(2.60)

2
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Figura 2.6: Sistema massa—molla—smorzatore eccitato alla base.

2.6 Risposta ad eccitazione della base

Finora abbiamo considerato problemi nei quali la forzante ¢ direttamente applicata
alla massa oscillante. In molte applicazioni di interesse spaziale, invece, ’eccitazione
viene trasmessa attraverso il moto della base. E questo il caso, ad esempio, delle
vibrazioni trasmesse dal lanciatore al payload, degli shock associati ad eventi di sepa-
razione o delle vibrazioni trasmesse dalla struttura primaria ai componenti montati
su di essa.

Con riferimento allo schema in Fig. 2.6, indichiamo con z1(t) lo spostamento assoluto
della massa e con x2(t) lo spostamento imposto alla base. L’equazione del moto &

mi(t) + C(:i:l(t) - ;@(t)) + k(xl(t) - xg(t)) ~0. (2.61)

Definiamo lo spostamento relativo tra massa e base come

z(t) = x1(t) — z2(t). (2.62)
Poiché
Z1(t) = &(t) + Za(t), (2.63)
I’equazione del moto puo essere riscritta nella forma
m(i(t) + :'z?g(t)> +ei(t) +ka(t) =0, (2.64)
ovvero
mi(t) + ca(t) + kx(t) = —mia(t). (2.65)

Il moto della base compare quindi come una forzante equivalente, proporzionale alla
sua accelerazione. Le soluzioni introdotte nelle sezioni precedenti possono essere ap-
plicate direttamente alla Eq. (2.65), ricordando che z(t) rappresenta in questo caso
lo spostamento relativo tra la massa e la base.

Consideriamo ora una base soggetta a moto armonico di pulsazione (2. Tornera utile
nel seguito fare uso del rapporto r tra la pulsazione di eccitazione e quella natura-
le, gia introdotto nell’Eq. (2.41) per un problema analogo. La trasmissibilita del
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moto, indicata con T'R, puo essere definita come il rapporto tra I’ampiezza dello
spostamento assoluto della massa e quella dello spostamento della base. Poiché en-
trambe le grandezze oscillano alla stessa pulsazione, lo stesso rapporto vale anche tra
le corrispondenti ampiezze di accelerazione:

x _ &
TR=:L=11 (2.66)
X ||
Per il sistema massa—molla—smorzatore si ottiene
1+ (2¢r)?
TR(r) = + (2¢r) (2.67)

(12" +(2¢r)?

La stessa espressione descrive anche la trasmissibilita della forza, se per forza trasmes-
sa si considera la risultante delle azioni elastica e viscosa esercitate attraverso molla
e smorzatore.

100.0 w
C=1%
(5% - - -
E=10% - ----
£=20% — - —
10.0 F{=50% - —
o
'_
1.0
0.1
0.1

Figura 2.7: Trasmissibilita del sistema massa—molla—smorzatore eccitato alla base. €2
¢ la pulsazione di oscillazione della base.

La Fig. 2.7 mostra 'andamento della trasmissibilita per diversi valori del rapporto di
smorzamento (. Per frequenze di eccitazione molto inferiori alla frequenza naturale
(r< 1), si ha TR ~ 1: la massa segue quasi rigidamente il moto della base.

In prossimita della risonanza la risposta viene invece amplificata, con un’ampiezza
fortemente dipendente dallo smorzamento. Ponendo TR = 1 nella Eq. (2.67), si
ottiene

r=2. (2.68)
Pertanto, per

Q

— > V2, (2.69)

Wn

siha TR < 1 e il moto trasmesso alla massa risulta attenuato rispetto a quello imposto
alla base. Questa condizione definisce la regione di isolamento dinamico ed € spesso
un importante obiettivo di progetto.
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Si introduce infine il fattore di merito, o quality factor,

Q= i (2.70)
2¢
Il fattore @ costituisce una misura inversa dello smorzamento: valori elevati di @
corrispondono a sistemi debolmente smorzati e quindi a una risposta piu accentuata
in prossimita della risonanza.
Per I'eccitazione armonica della base, alla condizione 2 = w,, la trasmissibilita vale

TR(r=1)= V12+C4<2 =1+ Q2. (2.71)

Per sistemi debolmente smorzati, ¢ > 1, risulta quindi

TR(r=1)~ Q. (2.72)

2.7 Soluzioni nel dominio delle frequenze

L’analisi nel dominio delle frequenze fornisce una descrizione complementare a quella
nel dominio del tempo. Per un sistema lineare tempo-invariante, la risposta a una
generica eccitazione puo essere costruita a partire dalla risposta del sistema alle singole
componenti armoniche che costituiscono 'ingresso.

Nel caso di una forzante periodica, tali componenti possono essere ottenute mediante
una serie di Fourier.* Una generica forza periodica F (t) di periodo T pud essere
infatti espressa come

= 2mht . 2mht
F(t) = A() + }; <Ah COS T -+ Bh S1n T> . (273)

Il termine Aq rappresenta il valor medio della forzante,
1 T
Ag = —/ F(t)dt, (2.74)
T Jo

mentre i coefficienti A;, e By, sono dati da

2 (T 2rht 2 (T 2rht
Ay == / F(t)cos = dt, By == / F(t) sin == dt. (2.75)
0 T 0 T

T
A ciascun termine armonico e associata la frequenza
fn==. (2.76)

Per un sistema lineare, la risposta a ogni componente puo essere calcolata separata-
mente e la risposta complessiva ottenuta mediante sovrapposizione.

4 Alcuni richiami sulle serie e trasformate di Fourier sono riportati in Appendice B.
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Nel caso di eccitazione della base, lo stesso procedimento puo essere applicato allo
spostamento, alla velocita o all’accelerazione imposta. Con riferimento alla Eq. (2.65),
laccelerazione della base compare infatti come una forzante equivalente —m &5 (t).

La relazione tra una grandezza armonica in ingresso e la corrispondente risposta sta-
zionaria viene descritta mediante una funzione di trasferimento. In forma complessa,

ampiezza complessa dell’output

H(f) =

. 2.77
ampiezza complessa dell’input ( )

La funzione di trasferimento contiene due informazioni fondamentali: il modulo |H (f)],
che rappresenta il rapporto tra le ampiezze dell’output e dell’input, e la fase ¢(f), che
rappresenta lo sfasamento tra le due grandezze.

Consideriamo, ad esempio, il sistema eccitato alla base introdotto nella Sezione 2.6.
Assumendo una risposta armonica alla frequenza f e definendo ora il rapporto

I
fn
la funzione di trasferimento tra il moto assoluto della massa e quello della base,
vedremo, puo essere scritta come

T =

(2.78)

Hf) = 1+j52(r

= 2.79
1—r*+j2¢r (2.79)

Ricordando che .
= — 2.
Q=50 (2.80)

la stessa espressione puo essere posta nella forma

L

jiln
H(f) = @ : (2.81)

(N f
! <f) 70

Poiché spostamento e accelerazione armonici differiscono soltanto per il fattore — (27 f )2,
la stessa funzione di trasferimento descrive anche il rapporto tra ’accelerazione asso-
luta della massa e ’accelerazione della base.

Il modulo della funzione di trasferimento &

|H(f)| = /Re(H)2? + Im(H)2, (2.82)

ed & proprio la trasmissibilita introdotta nella sezione precedente:

o 1+ (2¢r)°
|H(f)|=TR = \/(1—r2)2+(2<7~)2' (2.83)

La fase ¢ invece definita come

o(f) = arg H(f) = atan2 (Im(H ), Re(H)) . (2.84)
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Per una singola componente armonica, la fase rappresenta quindi lo sfasamento ango-
lare tra ingresso e risposta. La corrispondente differenza temporale e legata alla fase
dalla relazione 5

_ﬁ’

con il segno dipendente dalla convenzione adottata per la rappresentazione armonica.

At = (2.85)

Applicando la funzione di trasferimento a ciascuna componente della serie di Fourier,
la risposta stazionaria di una generica grandezza di output y(t) puo essere scritta
come

y(t) = AoHo
= 2rht . ([ 2rnht 2.86
+ }; |Hp| |:Ah cos (7TT + ¢h) + By, sin (7; + (bh)} ; (2.86)
dove N
Hy, = H(fn), fn= T (2.87)

e ¢p = arg H(fp). Il termine Hy = H(0) rappresenta invece la risposta alla compo-
nente costante dell’ingresso.

Questa rappresentazione descrive la risposta stazionaria del sistema. La componente
omogenea associata alle condizioni iniziali costituisce un transitorio che, in presenza
di smorzamento, decade nel tempo e non viene normalmente inclusa nella descrizione
mediante funzione di trasferimento.

Il concetto di funzione di trasferimento ¢ direttamente applicabile ai sistemi lineari
tempo-invarianti. In presenza di non linearita significative o di parametri che variano
nel tempo, la risposta non puo in generale essere ottenuta moltiplicando indipenden-
temente ogni componente armonica dell’ingresso per una funzione H(f), poiché viene
meno il principio di sovrapposizione.

2.8 Analisi dei carichi in risposta ad eccitazione ran-
dom della base

Nel caso di accelerazioni o carichi esterni casuali (random), non si cerca generalmente
di descrivere la risposta associata a una singola storia temporale dell’eccitazione.
L’input e la risposta vengono invece caratterizzati mediante grandezze statistiche e
spettrali, quali il valore quadratico medio e la densita spettrale di potenza.
Riprendiamo il sistema eccitato alla base discusso nella Sezione 2.6. Indicando con
x(t) lo spostamento relativo tra massa e base e con a,(t) 1'accelerazione della base, la
Eq. (2.65), divisa per la massa, diventa

F(t) 4+ 2Cwn &(t) + w2 2(t) = —ap(t), (2.88)
oppure, ricordando che w, = 27 f,,

E(t) + 4mC fo (t) + (27 fn)® 2 (t) = —ay(2). (2.89)
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Nel seguito supponiamo che ap(t) sia un processo casuale stazionario, descritto nel
dominio delle frequenze mediante la sua densita spettrale di potenza.

La trasformata di Fourier permette di convertire I’equazione differenziale del moto in
una relazione algebrica. Indicando con X(f) la trasformata di x(¢), valgono infatti le
proprieta

Fla)y =g2nf X(f),  Flit)} = —@nf)°X(f). (2.90)
La trasformata della Eq. (2.88) assume quindi la forma
(=27 f)* + 5 2wn (27 f) + wi] X(£) = = Ay(f), (2.91)

dove Ap(f) & la trasformata dell’accelerazione della base. Introducendo w = 27 f,
dalla precedente equazione si ricava

Ap(f)
w? 4+ j 2wpw

X(f):_ D)

Wy, —

(2.92)

Si ricordi perd che x(t) rappresenta lo spostamento relativo tra massa e base. L’ac-
celerazione assoluta della massa &

a1 (t) = Z(t) + ap(t), (2.93)
e, passando nel dominio delle frequenze,
Ai(f) = X (f) + A(f)- (2.94)
Sostituendo la Eq. (2.92), si ottiene

w2

Al(f): 1+w2—w2+j2gw w Ab(f)» (2'95)
ovvero w2 n ] 2cwnw
Al(f) = WTQL _ 2 ¥ 2Coomw b(f) (296)

Definito il rapporto di frequenza r come nell’Eq. 2.78, la relazione puo essere scritta
nella forma compatta

Ai(f) = Ho(f) Au(f)s (2.97)
dove i
__thgar
Ho(f) =13 oo (2.98)

La funzione H,(f) rappresenta quindi la funzione di trasferimento tra 1’accelerazione
imposta alla base e 'accelerazione assoluta della massa. Si tratta della stessa funzione
di trasferimento introdotta nelle sezioni precedenti e qui dimostrata.

Nel caso di eccitazione random, tuttavia, non interessa la risposta a una singola
frequenza, ma 'effetto dell'intero contenuto spettrale dell’eccitazione sulla risposta del
sistema. Per un segnale deterministico, la relazione A;(f) = Hq(f)As(f) consente di
calcolare direttamente la risposta frequenza per frequenza. Nel caso di carichi esterni
casuali, invece, ’ampiezza e la fase del segnale non sono note in modo deterministico.
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E quindi pinu utile descrivere ’eccitazione e la risposta attraverso grandezze statistiche
che ne quantifichino il contenuto nelle diverse bande di frequenza.

La power spectral density (PSD) descrive come il valore quadratico medio di un pro-
cesso casuale sia distribuito rispetto alla frequenza. Indicando con Wy, (f) la PSD, a
un lato, dell’accelerazione della base, la PSD dell’accelerazione assoluta della massa &

Wa, (f) = [Ha(F)]* Wa, (f). (2.99)

Questa relazione costituisce una delle proprieta fondamentali dei sistemi lineari tempo-
invarianti: la PSD dell’output si ottiene moltiplicando la PSD dell’input per il qua-
drato del modulo della funzione di trasferimento.

La power spectral density (PSD) rappresenta la trasformata di Fourier della funzione
di autocorrelazione, la quale descrive la correlazione di un processo, ad esempio la
risposta o I'accelerazione della base in input, con se stesso a diversi istanti di tempo.
Il termine spectral nell’acronimo PSD indica una misura del contenuto in frequenza
del processo. Al contempo, il termine power quantifica il contributo di ciascuna
componente in frequenza al valor quadratico medio della variabile considerata. Infine,
il termine density indica che tale contributo e distribuito in modo continuo rispetto
alla frequenza: non si considera quindi il contributo di una singola frequenza f, ma
quello associato alla banda infinitesima compresa tra f e f + df.

Il valore quadratico medio dell’accelerazione si ottiene integrando la PSD su tutte le
frequenze:

a2 = / Wa, (f (2.100)

La corrispondente radice quadratica media (root-mean-square, rms) & quindi

¢ / W, (f)df = \/ / DEW(FAf. (2101)

Nella pratica, 'integrazione & naturalmente limitata alla banda di frequenze nella
quale & definita la specifica dell’ambiente random o nella quale il modello strutturale
e ritenuto valido.

Per un sistema ad un grado di liberta debolmente smorzato, se la PSD dell’accele-
razione in ingresso puo essere considerata approssimativamente costante nell’intorno
della frequenza naturale, I'integrale precedente puo essere approssimato mediante la
formula di Miles:

SN AT N T AT 2,102

La formula evidenzia direttamente il ruolo della frequenza naturale, dello smorza-
mento e del livello della PSD in prossimita della risonanza. Essa rappresenta tuttavia
un’approssimazione e presuppone, in particolare, una risposta dominata da un singolo
modo e uno spettro di eccitazione sufficientemente regolare nell’intorno di f,.
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Ai fini del progetto, il solo valore rms non fornisce direttamente il massimo valore atte-
so della risposta. Se la risposta puo essere approssimata come un processo Gaussiano
a media nulla, circa il 68.3% dei valori istantanei ¢ compreso nell’intervallo

—@1,rms < al(t) < a1, rms- (2103)

I valori di picco possono quindi essere sensibilmente maggiori del valore rms. Nelle
applicazioni ingegneristiche & frequente esprimere un livello di progetto mediante un
peak factor moltiplicativo, spesso dell’ordine di 3—-5. Il valore appropriato dipende
tuttavia dalla durata dell’evento, dalla banda di frequenze, dalle proprieta statistiche
del processo e dal livello di probabilita che si intende associare al picco.

140.0

135.0 - |

130.0 i

125.0 I .

120.0 — .

Sound Pressure Level [dB]

115.0 | In-banda d’ottava .
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Figura 2.8: SPL del lanciatore Vega al momento del lancio.

2.9 Risposta a carichi acustici

I carichi acustici possono risultare particolarmente critici per pannelli, membrane e
strutture leggere di grandi dimensioni, nonché per le apparecchiature installate su di
esse. Le fluttuazioni della pressione acustica esercitano infatti un carico distribuito
sulla struttura, che puo generare vibrazioni e trasmettere accelerazioni ai componenti
montati.

Durante il lancio, il funzionamento dei motori, l'interazione dei getti con le infra-
strutture di terra, la separazione dei flussi e il buffeting aerodinamico generano un
ambiente acustico a banda larga. I livelli piu elevati possono verificarsi durante il
lift-off e, successivamente, in alcune fasi del volo atmosferico.

L’ambiente acustico viene generalmente specificato nel dominio delle frequenze me-
diante il sound pressure level (SPL), espresso in decibel. La Fig. 2.8 mostra, a titolo
di esempio, uno spettro SPL associato al lanciatore Vega durante il lift-off.

Il livello di pressione sonora e definito come

Prms
SPL = 20log;, (P ) , (2.104)
ref
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dove P, ¢ il valore quadratico medio della pressione acustica nella banda considerata
e
Pt =2 x107° Pa (2.105)

¢ la pressione acustica di riferimento in aria.
Gli spettri acustici vengono frequentemente forniti in bande d’ottava o di terzo d’ot-
tava. In una banda d’ottava, le frequenze limite soddisfano la relazione

fr_y (2.106)
f
mentre in una banda di terzo d’ottava
f2 i, (2.107)

h

Indicando con f la frequenza centrale geometrica della banda, per una banda d’ottava
si ha f

fi= 7 fa = fV2, (2.108)
e pertanto

Af(f)=fo— fi= (22 —271/2) = 0.7071 . (2.109)

Per una banda di terzo d’ottava risulta invece
Af(f) = (21/6 - 2—1/6) f=02316 f. (2.110)

Per utilizzare lo spettro acustico in un’analisi di risposta random, & conveniente espri-
merlo in termini di densita spettrale di potenza della pressione (talvolta indicata come
pressure spectral density). Dalla definizione di SPL si ricava

Prms(f) = Preg 1057F0)/20, (2.111)

Se si assume, in prima approssimazione, che la densita spettrale sia costante all’interno
della singola banda, il suo valore medio puo essere stimato come
Bhus(f)
W,(f) = 28—, (2.112)
? Af(f)

La grandezza W, ha dimensioni Pa? /Hz. La relazione precedente costituisce quindi
una conversione dello SPL integrato nella banda in una PSD media equivalente all’in-
terno della stessa banda. A titolo d’esempio, la Tabella 2.1 riporta tale conversione
per lo spettro mostrato nella Fig. 2.8.

Consideriamo ora il semplice esempio riportato nella Fig. 2.9. Una scatola per elet-
tronica di massa m = 0.5 kg & montata su una piastra di area A = 1 m?, soggetta
all’ambiente acustico rappresentato nella Fig. 2.8.

Per semplicita, si assume che la massa della piastra sia trascurabile rispetto a quella
della scatola e che quest’ultima possa essere considerata rigida. La deformabilita del
pannello viene rappresentata mediante una rigidezza equivalente

k=1.5x 10° N/m, (2.113)
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(Hz) (dB) (Pa)  (Hz) (Pa?/Hz)
31.50 112 7.962 2227  2.846
63.00 123 2825  44.55  17.92
125.0 126 39.91 8839  18.02
250.0 135 1125 176.8  71.55
500.0 138 1589 353.6  71.38
1000. 127 4477  707.1  2.835
2000. 120  20.00 1414.  0.283

Tabella 2.1: Livelli di pressione sonora, pressioni rms, larghezze di banda e densita
spettrale di pressione del lanciatore Vega.

m

(A A e

Carico acustico

Figura 2.9: Scatola per elettronica montata su una piastra soggetta a carico acustico.

con rapporto di smorzamento
¢ =0.05. (2.114)

La corrispondente frequenza naturale &

1 /k
n = — Ei— .2H . 2.11
f 2tV m 87 z ( 5)

Nel modello semplificato si assume inoltre che la pressione acustica sia spazialmente
uniforme e completamente correlata sull’area A. La forza equivalente applicata al
sistema ¢ quindi
F(t)=AP(t), (2.116)
dove P(t) rappresenta la fluttuazione della pressione acustica. L’equazione del moto
diventa 4
E(t) +4AnCfnd(t) + 2mfn)? 2(t) = EP(t). (2.117)

La trasformazione nel dominio delle frequenze permette di esprimere ’accelerazione
della massa in funzione della pressione acustica. Ponendo w = 27 f e trasformando la
Eq. (2.117), si ottiene

(wp — w? + j2(waw) X(f) = %P(f), (2.118)
da cui A P
X(f) = PR T (2.119)
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Ricordando inoltre che la trasformata dell’accelerazione ¢

X(f) = -*X(f), (2.120)
si ricava )
X(f) = Hap(f) P(f), (2.121)
dove la funzione di trasferimento tra pressione acustica e accelerazione ¢
A w?
H, =—— . 2.122
o(f) mw? — w? 4 j 20wpw ( )

A differenza della trasmissibilita introdotta nelle sezioni precedenti, Hgp, non & adi-
mensionale, poiché lega una pressione a un’accelerazione.
La densita spettrale dell’accelerazione e pertanto

Wa(f) = [Hap(F)I? Wy (f)- (2.123)
La grandezza W, ¢ espressa in (m/s?)?/Hz. Per esprimerla in g*/Hz si utilizza
W,
Wa(f) = ;5”, go = 9.81 m/s*. (2.124)
0

La PSD della risposta e riportata nella Fig. 2.10. Si osserva un marcato picco in
prossimita della frequenza naturale del sistema. Il massimo della risposta strutturale
non coincide necessariamente con il massimo dello spettro acustico: esso dipende
infatti dal prodotto tra contenuto spettrale dell’eccitazione e funzione di trasferimento
della struttura.

1000

100 E

10 b .

1 L .

W, [g%/Hz]

0.1 ¢ i

0.01 3

0.001 ‘
10 100 1000 10000

f[Hz]

Figura 2.10: Risposta in termini di densita spettrale di accelerazione.

L’accelerazione rms si ricava integrando la PSD:

rms = /Wa(f) df. (2.125)

Per il modello semplificato considerato si ottiene un valore dell’ordine di

Qrms = 58 g. (2.126)
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Figura 2.11: PSD della risposta in termini di spostamento della scatola per elettronica
soggetta a pressione sonora.

Il valore elevato e anche conseguenza delle ipotesi fortemente semplificative adottate,
in particolare dell’applicazione coerente della pressione sull’intera area del pannello.
E infine possibile esprimere la risposta in termini di spostamento. Poiché

X(f) = -@rf°X(f), (2.127)
la PSD dello spostamento ¢
Wa(f
W (f) = . 2.128
()= Goi7 (2128)

La Fig. 2.11 mostra la corrispondente PSD dello spostamento. Analogamente al caso
dell’accelerazione, il valore rms si ottiene integrando lo spettro:

Tyms = /Wm(f) df. (2.129)

Per il caso considerato risulta
Trms =~ 1.2 mm. (2.130)
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Capitolo 7

Modelli per strutture
laminate in materiale
composito

Nel precedente capitolo abbiamo introdotto alcuni dei concetti fondamentali del mo-
derno calcolo FEM. Qui ci occupiamo di estendere tale approccio all’analisi delle
strutture aerospaziali leggere in materiale composito.

L’introduzione di questi materiali ha determinato un vero e proprio cambio di paradig-
ma nella progettazione strutturale: grazie alle migliori proprieta meccaniche specifiche
e alla mancanza, allo stato attuale, di modelli affidabili per prevedere i meccanismi di
propagazione della cricca, le strutture in composito risultano generalmente “spesse,”
a differenza delle controparti metalliche. In questo contesto, i modelli classici di trave
e piastra, sviluppati per strutture metalliche e basati sull’ipotesi di trascurare o sem-
plificare gli effetti delle deformazioni da taglio trasverso, non risultano piu adeguati.
Parallelamente, i codici di calcolo commerciali incontrano spesso difficolta nell’imple-
mentazione delle innovazioni tecnologiche e dei nuovi modelli specifici per i materiali
compositi.

Non solo: queste strutture, disomogenee e anisotrope, presentano generalmente un
comportamento meccanico accoppiato attraverso le leggi costitutive, per cui alcu-
ni termini della matrice di rigidezza - ad esempio i termini fuori diagonale nell’Eq.
(6.189) - non sono pin nulli. Vediamo ora tali aspetti nel dettaglio.

7.1 Strutture multistrato

Nel Capitolo 1 sono stati introdotti i principali materiali compositi utilizzati nel-
le strutture aerospaziali, con particolare riferimento ai compositi fibrorinforzati, ai
laminati e alle strutture sandwich.

In questo capitolo ’attenzione viene spostata dal materiale alla modellazione strut-

turale. Una struttura multistrato e caratterizzata dalla presenza, lungo lo spesso-
re, di strati o sottocomponenti con proprieta fisiche e meccaniche differenti. Tale
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eterogeneita introduce aspetti specifici nella distribuzione degli spostamenti, delle
deformazioni e delle tensioni e richiede modelli strutturali opportunamente formulati.
Nel caso dei laminati compositi, le proprieta dei singoli strati dipendono anche dall’o-
rientazione delle fibre. La scelta dei materiali, degli spessori e della stacking sequence
permette quindi di adattare la risposta globale della struttura alle esigenze progettua-
li. Dal punto di vista della modellazione, tuttavia, la presenza di strati con proprieta
differenti determina anche variazioni significative dei campi meccanici attraverso lo
spessore, soprattutto in prossimita delle interfacce.

Il concetto di struttura multistrato non ¢ limitato ai laminati fibrorinforzati, ma
comprende diverse architetture di interesse aerospaziale, alcune delle quali sono bre-
vemente richiamate nel seguito.

7.1.1 Classificazione

Laminati compositi. Come discusso nell’introduzione del presente testo, i laminati
sono costituiti da una sequenza di lamine con proprieta generalmente anisotrope e
orientazioni differenti. Dal punto di vista strutturale, la stacking sequence permet-
te di controllare la rigidezza, la resistenza e gli eventuali accoppiamenti tra risposta
membranale, flessionale e torsionale. La discontinuita delle proprieta tra lamine adia-
centi assume inoltre un ruolo fondamentale nella distribuzione locale delle tensioni
attraverso lo spessore.

Strutture sandwich. Le strutture sandwich combinano pelli relativamente sottili e
rigide con un core leggero di maggiore spessore. Questa configurazione permette di
ottenere elevate rigidezze flessionali con massa contenuta ed & ampiamente utilizzata
nelle strutture spaziali. La forte differenza tra le proprieta delle pelli e del core
rende particolarmente importante una corretta descrizione delle deformazioni di taglio
trasversale e delle condizioni alle interfacce.

Strutture multistrato multifunzionali. La sovrapposizione di materiali differenti
puo essere utilizzata anche per attribuire funzioni diverse ai vari strati. Esempi signi-
ficativi sono rappresentati dai sistemi di protezione termica e dalle strutture smart
contenenti strati piezoelettrici con funzione di sensore o attuatore. In questi casi
la descrizione strutturale puo richiedere ’accoppiamento del campo meccanico con
quello termico o elettrico.

Materiali a gradiente funzionale. Nei Functionally Graded Materials (FGM) la
composizione e le proprieta variano gradualmente nello spazio, anziché presentare
le discontinuita caratteristiche dei laminati. Essi rappresentano quindi un’estensione
del concetto di struttura multicomponente e sono particolarmente interessanti quando
si desidera ridurre gli effetti locali associati a brusche variazioni delle proprieta, ad
esempio in presenza di elevati gradienti termici.

La variazione delle proprieta lungo lo spessore modifica la distribuzione dei campi
meccanici rispetto al caso di una struttura omogenea. Nei laminati e nelle struttu-
re sandwich tale variazione & generalmente discontinua alle interfacce, mentre negli
FGM puo essere continua. La costruzione di modelli monodimensionali o bidimen-
sionali richiede pertanto opportune assunzioni sulla variazione degli spostamenti e
delle tensioni lungo lo spessore. In particolare, nel caso delle strutture laminate, la
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continuita degli spostamenti e delle tensioni trasversali alle interfacce costituisce un
requisito fondamentale per la formulazione di teorie strutturali accurate.

7.1.2 Meccanica, modelli e assunzioni assiomatiche

La modellazione bidimensionale di piastre e gusci multistrato richiede teorie capaci di
rappresentare gli effetti dovuti alla discontinuita delle proprieta fisiche e meccaniche
lungo lo spessore. Le teorie originariamente sviluppate per strutture monostrato,
quali la teoria classica delle piastre e dei gusci sottili, la teoria di Reissner—Mindlin e
alcune teorie con deformabilita a taglio di ordine superiore, possono infatti risultare
inadeguate quando applicate direttamente a strutture laminate.

Nel caso di strati perfettamente aderenti, gli spostamenti devono essere continui alle
interfacce, mentre i loro gradienti possono presentare brusche variazioni a causa della
discontinuita delle proprieta meccaniche tra strati adiacenti. Ne consegue un carat-
teristico andamento a tratti dei campi cinematici lungo lo spessore, comunemente
indicato in letteratura come comportamento Zig-Zag (ZZ).

Allo stesso tempo, le condizioni di equilibrio alle interfacce richiedono la continuita
delle tensioni trasversali, normali e di taglio, in assenza di azioni concentrate ap-
plicate all’interfaccia. Questo secondo requisito viene generalmente indicato come
Interlaminar Continuity (1C).

Tali condizioni sono complessivamente ricondotte in letteratura ai cosiddetti requisiti
CS : gli spostamenti e le tensioni trasversali devono essere continui nella direzione dello
spessore, pur potendo presentare andamenti a tratti e, nel caso degli spostamenti,
discontinuita delle derivate rispetto a z.! Un confronto qualitativo tra I’andamento
dei campi in una struttura monostrato e in una struttura multistrato ¢ mostrato in
Fig. 7.1.

Nel corso degli ultimi decenni sono stati proposti numerosi affinamenti delle teorie
strutturali classiche, nonché modelli specificamente sviluppati per strutture multistra-
to. Approcci assiomatici e asintotici hanno condotto a differenti teorie bidimensionali
che, dal punto di vista della descrizione lungo lo spessore, possono essere ricondotte
principalmente a due famiglie.

Nei modelli Equivalent-Single-Layer (ESL) Uintera struttura multistrato ¢ descritta
mediante un unico insieme di variabili generalizzate, il cui numero &, in generale, indi-
pendente dal numero degli strati. Nei modelli Layer- Wise (LW), invece, la descrizione
cinematica e introdotta a livello dei singoli strati, consentendo una rappresentazione
piu diretta dei fenomeni locali e delle condizioni alle interfacce.

La necessita di rappresentare correttamente il comportamento zig-zag e la continuita
interlaminare ha portato allo sviluppo di differenti strategie teoriche, successivamente
trasferite nelle corrispondenti formulazioni agli elementi finiti. Nel seguito vengono
richiamati i principali approcci.

Teorie raffinate (refined theories)

Le teorie originariamente sviluppate per strutture monostrato realizzate con materiali
isotropi possono essere storicamente ricondotte alle teorie della prima approssimazione

LE. Carrera, “Historical review of Zig-Zag theories for multilayered plates and shells,” Applied
Mechanics Review, 56(3):287-308, 2003.
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Figura 7.1: Rappresentazione qualitativa dei requisiti C°: continuita degli spostamen-
ti e delle tensioni trasversali, normali e di taglio, lungo lo spessore di una struttura
multistrato. Figura adattata dalla nota storica di Carrera sulle teorie zig-zag.

di Love (LFAT) e della seconda approssimazione di Love (LSAT). L’applicazione delle
LFAT alle strutture laminate conduce alle cosiddette teorie classiche dei laminati
(CLT).

Nelle CLT si assume che le normali alla superficie di riferimento rimangano normali
alla superficie deformata e non subiscano variazioni di lunghezza. Vengono pertanto
trascurate le deformazioni trasversali normali e di taglio.

Un primo affinamento delle teorie con deformabilita a taglio fu proposto da Vlasov
(1957). Successivamente, Reddy (1984) e Reddy e Phan (1985) mostrarono come l'in-
troduzione di una variazione di ordine superiore degli spostamenti lungo lo spessore
consentisse di soddisfare le condizioni di annullamento delle tensioni di taglio trasver-
sale sulle superfici superiore e inferiore della piastra e di migliorare significativamente
la risposta statica e dinamica rispetto alla FSDT.

Ulteriori affinamenti della FSDT sono generalmente indicati come teorie di ordine su-
periore, 0 HOT (Higher-Order Theories). In forma generale, il campo di spostamento
puo essere sviluppato lungo lo spessore come

wiz,y, 2) = ul (@, y) + 2ulV (2, y) + 20 (@, y) + -+ NN (2,y),  (T1)

dove N rappresenta l’ordine dell’espansione e ul@ sono le corrispondenti variabili
generalizzate.?
Quando la stessa espansione e utilizzata per descrivere l'intero laminato, queste

formulazioni appartengono alla famiglia dei modelli ESL. Esse possono inoltre es-

2E. Carrera, M. Filippi, E. Zappino, “Laminated beam analysis by polynomial, trigonometric,
exponential and zig-zag theories,” Furopean Journal of Mechanics - A/Solids, 41:58-69, 2013.
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sere interpretate come casi particolari del piu generale approccio CUF discusso in
precedenza.

Teorie zig-zag (ZZ)

L’estensione diretta di CLT, FSDT o HOT di tipo ESL alle strutture multistrato non
consente, in generale, di rappresentare correttamente i bruschi cambi di pendenza dei
campi di spostamento dovuti alla discontinuitd delle proprieta tra strati adiacenti.’
Le teorie ZZ introducono pertanto opportuni arricchimenti della cinematica capaci di
riprodurre un andamento a tratti lungo lo spessore, come mostrato schematicamente
nella Fig. 7.2. Gli spostamenti rimangono continui alle interfacce, mentre le loro
derivate rispetto alla coordinata z possono presentare discontinuita.

L’idea fondamentale alla base di molte formulazioni ZZ consiste nell’assumere una
descrizione opportuna del campo di spostamento e, eventualmente, di tensione nei
singoli strati, utilizzando successivamente le condizioni di compatibilita e di equilibrio
alle interfacce per ridurre il numero delle variabili indipendenti.

In questo modo & possibile mantenere una descrizione globale di tipo ESL, e quindi un
numero di incognite sostanzialmente indipendente dal numero di strati, introducendo
al tempo stesso gli effetti locali dovuti alla struttura multistrato.

I primi contributi significativi allo sviluppo delle teorie ZZ risalgono alla scuola russa.
Una prima formulazione fu proposta da Lekhnitskii (1935) per geometrie ricondu-
cibili a travi, mentre importanti estensioni a piastre e gusci furono sviluppate da
Ambartsumian (1958, 1961, 1969). Formulazioni indipendenti per piastre e gusci
furono successivamente sviluppate anche da Reissner.

Modelli Layer- Wise (LW)

Nelle formulazioni ESL il numero delle variabili generalizzate €, in generale, indipen-
dente dal numero di strati costitutivi N;. Questo costituisce un importante vantaggio
dal punto di vista computazionale, ma puo limitare la capacita del modello di descri-
vere fenomeni fortemente localizzati all’interno dei singoli strati o in prossimita delle
interfacce.

Un’alternativa naturale consiste nell’introdurre una descrizione cinematica indipen-
dente a livello di ciascuno strato. Si ottengono cosi i modelli Layer- Wise, nei quali
ogni strato puo essere descritto mediante una CLT, una FSDT o una teoria di ordine
superiore, imponendo poi le opportune condizioni di compatibilita alle interfacce.*
Tale approccio consente di rappresentare direttamente le variazioni della cinematica
tra strati adiacenti e risulta quindi particolarmente efficace per la descrizione di feno-
meni locali. Il prezzo da pagare ¢ un numero di variabili che cresce, in generale, con
il numero degli strati.

Esempi di formulazioni di questo tipo sono stati proposti, tra gli altri, da Hsu e Wang
(1970), Cheung e Wu (1972), Srinivas (1973), Cho et al. (1991) e Robbins e Reddy
(1993). Successive generalizzazioni, tra cui quelle di Nosier et al. (1993) e Reddy

3E. Carrera, “On the use of the Murakami’s zig-zag function in the modeling of layered plates and
shells,” Computers & Structures, 82(7-8):541-554, 2004.

4A. Pagani, Y. Yan, E. Carrera, “Exact solutions for static analysis of laminated, box and sandwich
beams by refined layer-wise theory,” Composites Part B: Engineering, 131:62-75, 2017.
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Spostamenti

Figura 7.2: Differenze tra modelli ESL e LW.

(1997), hanno introdotto approssimazioni gerarchiche del campo di spostamento lungo
lo spessore di ciascuno strato.

Indicando con k = 1,. .., N; lo strato considerato e con zy la corrispondente coordinata
locale lungo lo spessore, una forma generale dell’approssimazione puo essere scritta
come

Zk=+7k Zk=—7zk
. (7.2)
+ Z LT<Z]<?)’U’17'(*T7 y)7
T=3

dove hj € lo spessore dello strato k.

Le funzioni L; e Lo sono i polinomi lineari di Lagrange associati rispettivamente alle
superfici superiore e inferiore dello strato. I corrispondenti coefficienti rappresentano
quindi direttamente gli spostamenti fisici alle interfacce.

Le funzioni Ls, . .., Ly costituiscono invece un insieme gerarchico di funzioni di ordine
superiore, generalmente costruite a partire da polinomi di Legendre, e permettono di
arricchire progressivamente la descrizione cinematica all’interno del singolo strato.
Questa scelta rende particolarmente semplice I'imposizione della compatibilita cine-
matica tra strati adiacenti, poiché gli spostamenti sulle superfici degli strati compaio-
no direttamente tra le variabili primarie del modello. Per un’interfaccia comune agli
strati £ e kK + 1 si puo infatti imporre direttamente 1'uguaglianza dei corrispondenti
spostamenti.

Al tempo stesso, aumentando il numero dei termini Ls, ..., Ly, € possibile descrivere
con accuratezza crescente la variazione dei campi all’interno di ciascuno strato, senza
modificare il significato fisico delle variabili associate alle interfacce.
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Zip Generica lamina
hy, +h/2 k-esima
k1 ok
h Zhop = Zhott 9
AN
| H PR S \
Ziop = Zhott \
h z=0
hg
2 _ 3
] h ztap = Zhont
2 L
Ziop= Zhott

hy h/2 \\_/‘
Zi

Figura 7.3: Generica rappresentazione di una struttura laminata.

7.2 Elemento piastra di Reissner—Mindlin: esten-
sione ai laminati

Dopo aver discusso le caratteristiche generali delle strutture multistrato e i limiti dei
modelli classici nella descrizione dei requisiti CS , torniamo ora alla formulazione di
piastra di Reissner—Mindlin. L’obiettivo & estendere il modello agli elementi finiti gia
introdotto per materiali isotropi al caso di una piastra laminata, mantenendo una
descrizione Equivalent-Single-Layer di tipo FSDT.

Questa estensione non elimina i limiti intrinseci della teoria di Reissner—-Mindlin per
laminati spessi o fortemente eterogenei lungo lo spessore, ma rappresenta il punto
di partenza piti comune nella teoria classica dei laminati e nei codici strutturali di
uso ingegneristico. L’idea € associare a ciascuna lamina una propria legge costitutiva,
espressa nel sistema globale della piastra, e integrare poi i contributi delle diverse
lamine lungo lo spessore.

Consideriamo quindi una piastra composta da N; lamine perfettamente aderenti tra
loro. Per la k-esima lamina si indicano con

hk = zfjop - Zl]fott (73)

lo spessore della lamina, con zfop la quota della superficie superiore e con zf,, la
quota della superficie inferiore. Lo spessore totale del laminato &

h=>h, (7.4)

k=1

e il piano medio della piastra ¢ assunto alla quota z = 0. Una rappresentazione
schematica del laminato e riportata in Fig. 7.3.

La matrice costitutiva elastica C e stata gia introdotta in forma generale nel Capito-
lo 5. Nel seguito, quindi si considera direttamente il caso di maggiore interesse per
i laminati compositi: la lamina ortotropa, eventualmente ruotata rispetto agli assi
globali della piastra.

Per una lamina ortotropa si introduce il sistema di riferimento materiale (1,2,3),
con 'asse 1 orientato lungo la direzione principale delle fibre, I’asse 2 nel piano della
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lamina e trasversale alle fibre, e I'asse 3 lungo lo spessore. In tale sistema, la legge
costitutiva puo essere scritta nella forma

o11 Cn Ci2o Ciz O 0 0 €11
022 Cia Cy Ca3 0 0 0 €99
o3| _ [C1z Ca3 Cs3 0 0 0 €33 (7.5)
T13 0 0 0 044 0 0 Y13 ’ ’
T23 0 0 0 0 055 0 Y23
T12 0 0 0 0 0 066 Y12

(C123

mat

Nel sistema materiale principale, la Eq. (7.5) mostra Passenza di accoppiamento tra
tensioni normali e tensioni tangenziali. Le costanti elastiche indipendenti possono
essere espresse in funzione delle costanti ingegneristiche del materiale ortotropo. In
particolare, per la parte normale della matrice costitutiva si ha

E E E

Cn = Kl(l — vo332), Chia = Kl(l/m + vg1103), Ciz = Kl(l/sl + vo1132),
E FE

Cop = f(l —viotny), Ciz3= sz (V32 + v12131),

E.
033 = f(l — 1/121/21). (76)

I termini associati al taglio sono invece

Cyy = G3, Css = Gas, Ces = G12. (7.7)
Il denominatore comune e

A =1 —vio191 — Va3V3p — V31V13 — 2V21V32V13, (7.8)

dove i coefficienti di Poisson soddisfano le relazioni di reciprocita

Vij Vji

Yo L (7.9)

In questa sezione non & perd necessario soffermarsi ulteriormente sulla costruzione
della matrice costitutiva nel sistema materiale. Cio che interessa, ai fini della formu-
lazione del laminato, & il modo in cui la matrice della singola lamina viene riportata
nel sistema globale della piastra.

In un laminato, infatti, le singole lamine possono avere orientazioni diverse. La k-
esima lamina € in generale ruotata di un angolo 6, rispetto all’asse globale x della pia-
stra. Per assemblare il laminato ¢ quindi necessario esprimere la matrice di rigidezza
di ogni lamina nel sistema globale comune (z,y, z).

Nel caso usuale di laminazione piana, la rotazione avviene attorno all’asse z = 3.
Con la convenzione adottata per i vettori di tensione e deformazione, si introduce una
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matrice di trasformazione T* funzione dell’angolo 6y

cos? Oy, sin? 6y, 0 0 0 — sin 20,
sin? 0, cos? Oy, 0 0 0 sin 26,
kL 0 0 1 0 0 0
= 0 0 0 cosf sinb 0 (7.10)
0 0 0 —sinf, cosby 0
sin @ cosf, —sinf,cosf, 0 0 0 cos 20y,

La matrice di rigidezza della k-esima lamina nel sistema globale si ottiene quindi come

Crvzk _ k123 kmk T (7.11)

mat mat

Questa trasformazione e il passaggio essenziale nella costruzione della rigidezza del
laminato. Infatti, anche se la lamina ¢ ortotropa nel proprio sistema materiale, nel
sistema globale essa puo presentare termini di accoppiamento. In particolare, una
lamina ruotata rispetto agli assi globali assume una forma costitutiva equivalente di
tipo monoclino:

Oua Quu Q2 Qs 0 0 Q| [exa

Oyy Q2 Qa2 Q23 0 0 Q]| |eyy
022 _ |Quz Q23 Q33 0 0 Qse| Jez (7.12)
Txz 0 0 0 Q44 Q45 0 Yz ' '
Tyz 0 0 0 Qs Q5 0 Vyz
Try Qs Qs Q3 0 0 Qoes| \Vay

Cryzk

mat

I termini Qq6, Q26 € Q36 rappresentano accoppiamenti tra componenti normali e
componente di taglio nel piano, mentre il termine ()45 rappresenta un accoppiamento
tra le componenti di taglio trasverso. Tali termini sono nulli nel sistema materiale
principale della lamina ortotropa, ma possono comparire nel sistema globale quando
la lamina e ruotata.

Nella formulazione di piastra di Reissner—-Mindlin non & necessario utilizzare diretta-
mente tutta la matrice tridimensionale della lamina. E invece utile separare le compo-
nenti che contribuiscono alla risposta in-plane da quelle associate al taglio trasverso.
Per la k-esima lamina si definiscono quindi

k k k
Qll Q12 Q16

(C?p: Qlfz Q’2€2 lec(s ) (7~13)
Qs @5 Qe
(7
k k
- 6 & w19

La matrice (Cfp governa la risposta membranale e flessionale nel piano della piastra,
mentre (Clo“p governa il taglio trasverso. Se si assume uno stato di tensione piana, la
matrice (Cfp deve essere intesa come matrice ridotta trasformata della lamina, indicata
con QF nella teoria classica dei laminati e ricavata esplicitamente nella Sezione 9.3.
Le matrici (Cfp e (C]jp, diverse da lamina a lamina a causa dell’orientazione 6, e delle
eventuali differenze di materiale, sono le grandezze che verranno integrate lungo lo
spessore nella costruzione delle matrici generalizzate del laminato.
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Generalizzazione della matrice di rigidezza

Con le definizioni introdotte nelle sezioni precedenti, ¢ ora possibile estendere la for-
mulazione dell’elemento piastra di Reissner—Mindlin al caso di un laminato generico.
Partendo dal Principio dei Lavori Virtuali, il lavoro virtuale interno puo essere scritto
distinguendo i contributi in-plane e out-of-plane:

6Lint = / e, Cipeip dV + / el CopEopdV . (7.15)
Q Q
5L 5Lk

int int

Nel caso della piastra di Reissner—-Mindlin, il contributo in-plane puo essere ulterior-
mente scomposto nei termini membranali, flessionali e di accoppiamento membrana-
flessione. Indicando con 1, i gradi di liberta membranali e con Gy i gradi di liberta
flessionali, si ottiene

int

DY - /5”TB’"T(C Bmude—i—/éfl,TnB;ZT(Cisz{pﬁf dv
Q Q

(1a) (1b)

+ /5u B/ :C, Bmude+/5u B/ 2CipzBl Gy dV . (7.16)
Q

(1c) (1d)

Nel caso isotropo omogeneo, il tensore elastico e costante lungo lo spessore e, per
una piastra simmetrica rispetto al piano medio, i contributi membranali e flessionali
risultano disaccoppiati. Nel caso di una struttura laminata, invece, le proprieta ela-
stiche possono variare da una lamina all’altra, sia per effetto del materiale sia per
effetto dell’orientazione delle fibre. Di conseguenza, il tensore C;, non &, in generale,
costante lungo la coordinata z.

Per questo motivo, I'integrazione sullo spessore deve tenere conto della stratificazione.
Il termine membranale diventa

(la) = /Q sal BT Cy, B4y, dV
AT T +h/2 P
= oa), | [ BY / Cipdz | BILdS
b)) —h/2
= osul [ /Z B TA;,B} dE} Uy, = 00 Ko Oy (7.17)

Il primo termine di accoppiamento membrana-flessione e

(1) = /(YTB’” CipzBl iy dV

+h/2
/ BT / 2Cypdz | B, dS
by —h/2

= oal UZB;;TBipB dE} Uy = 0a! K,y (7.18)

6um
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In modo analogo, il secondo termine di accoppiamento &

(le) = /Q saf Bl 2CipB,, dV
. +h/2
= oaf / B/ / 2Cypdz | Bl dS
b —h/2
= oaf [/ B/ "B, Bmdz] Ty = 007 K . (7.19)

Il termine flessionale puro & invece

(1d) = /Q saf Bl 2Cyp2Bl g dv
. +h/2
= oaf /Bf / #Cypdz | B dx| iy
b —h/2
= ¢af | [ B/™D,,B! dv| a,; = 60T K”,a (7.20)
Ur | [ P PP @5 | U = Ol Bty :

Le Eq. (7.18) e (7.19) mostrano che, in un laminato generico, pud esistere accoppia-
mento tra il campo membranale e quello flessionale. Tale accoppiamento ¢ governa-
to dalla matrice B;, e dipende dalla distribuzione delle proprieta elastiche lungo lo
spessore.

Seguendo la teoria classica dei laminati, si introducono quindi le matrici generalizzate
A, B e D, definite come

Yh/2
Aij = /h/2 CZ] dz = Z Clj Ztop Zbott)

+h/2
Bij = / Z(C’Lj dZ - Z (C |: Ztop)2 - (Zfott)2:| ’

—h/2

Th/2
D;; = / 22Cijdz = Z ~Ck. [ ztop)g - (z{fatt)g] . (7.21)

—h/2

In queste espressioni, A ¢ la matrice di rigidezza membranale, B ¢ la matrice di
accoppiamento membrana-flessione e D & la matrice di rigidezza flessionale. Il simbolo
(-)i; indica la componente ij-esima della matrice considerata, N; & il numero totale
di lamine, Papice k identifica la k-esima lamina e 2 ,, e zfop sono rispettivamente le
quote della superficie inferiore e superiore della lamina.

Le matrici generalizzate dei laminati hanno alcune proprieta importanti:

e le matrici A, B e D sono simmetriche se il tensore elastico del materiale e
simmetrico;
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e la matrice A dipende dalle proprieta elastiche, dagli orientamenti e dagli spessori
delle lamine, ma non dalla loro posizione rispetto al piano medio;

e le matrici B e D dipendono anche dalla posizione delle lamine lungo la coordinata
=

e per un laminato simmetrico rispetto al piano medio si ha B = 0; in questo caso
il comportamento membranale e quello flessionale risultano disaccoppiati.

Il contributo out-of-plane, associato al taglio trasverso nella teoria di Reissner—-Mindlin,
puo essere trattato in modo analogo. Si ha

SLE, = /Q 5u;BJ I'C,,BY 1y dV
+h/2
= 6af / B/ / Copdz | BS,dS| 1y
= —h/2
= 6aj [ /2 ngTAopBg‘pdz] =00y Ky, (7.22)

La matrice A, & diversa dalla matrice A;, introdotta nella Eq. (7.17), poiché deriva
dall’integrazione nello spessore delle componenti out-of-plane del tensore elastico.
Essa rappresenta la rigidezza al taglio trasverso della piastra laminata.

Sommando i contributi in-plane e out-of-plane, il lavoro virtuale interno puo essere
scritto in forma matriciale compatta come

SLine = OLP

int

oL

int

= 507 Koy + 607 K,y 1y + 507K 1,81y, + 007 (K}”f + Kjf}) iy

L NT N
0y, Koum Ko Uy,
= ~ K Kip + K°P R . (723)
oty fm ir frd ay
La matrice di rigidezza dell’elemento laminato mantiene quindi la stessa struttura ge-
nerale dell’elemento piastra, ma i blocchi che la compongono dipendono dalle matrici

generalizzate del laminato. In particolare, la presenza della matrice B puo introdurre
accoppiamento tra risposta membranale e risposta flessionale.

La stessa costruzione puo essere espressa in forma compatta introducendo le risul-
tanti di tensione, ottenute mediante integrazione delle corrispondenti componenti di
tensione lungo lo spessore del laminato. Per i contributi membranali e flessionali si
ottiene

N, Air A Aig B Bio Big| (eh.

Ny Ap Asp Agg Biz Box B 5%y

Nay | _ |A1e Aos Aes Bis Bas Bes | ) 7z (7.24)
M, Bin Bz Big Din D1z Dy Koo | )
M, Bz Bax Bag D1z Doo Dog| | Ky

Mgy Bis B2 Bes Dis Do Des| | Ky
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Figura 7.4: Risultanti di tensione agenti su un elemento di piastra: risultanti mem-
branali, momenti flettenti e torcenti e risultanti di taglio trasverso.

Per il taglio trasverso si ha invece

Qm A44 A45 Va2

{Qy} N {A45 A55] {’sz} (7.25)
Le risultanti introdotte nelle Eq. (7.24) e (7.25) sono rappresentate schematicamente
in Fig. 7.4. In particolare, N, Ny e Ny, sono le risultanti membranali, M,, M, e
My, sono i momenti flettenti e torcenti, mentre @, e @, sono le risultanti di taglio
trasverso.
Le grandezze €., €., € 72y rappresentano le deformazioni in-plane valutate sul piano
medio. Le curvature generalizzate k., Ky, € kyy descrivono invece la variazione
lineare di tali deformazioni lungo lo spessore, coerentemente con la Eq. (6.149). Le
deformazioni 7., e 7y,. rappresentano infine le deformazioni di taglio trasverso che,
nella teoria FSDT di Reissner—-Mindlin, sono assunte costanti lungo lo spessore.
Le Eq. (7.24) e (7.25) costituiscono quindi una rappresentazione compatta, in termini
di grandezze generalizzate, della stessa formulazione sviluppata in precedenza. Indi-
cando con g, il vettore che raccoglie le deformazioni membranali del piano medio, le
curvature e le deformazioni di taglio trasverso, e con R il corrispondente vettore delle
risultanti, il lavoro virtuale interno puo essere scritto come

0 0

§Lint = / selRdS. (7.26)
3

Il vantaggio di questa rappresentazione ¢ che l'integrazione lungo lo spessore e gia
incorporata nelle rigidezze generalizzate del laminato. Introducendo le equazioni
costitutive riportate immediatamente sopra e le medesime relazioni deformazione—
spostamento utilizzate nella formulazione agli elementi finiti, dalla Eq. (7.26) si ottiene
quindi, in maniera equivalente, la matrice di rigidezza gia ricavata nella Eq. (7.23).
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Figura 7.5: Andamento delle componenti di tensione in-plane lungo lo spessore del
laminato al centro del provino. Confronto tra modello CUF-LW e modelli tridimen-
sionali a elementi solidi. Figura adattata da de Miguel et al.
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Figura 7.6: Andamento delle componenti di tensione out-of-plane lungo lo spessore
in corrispondenza del bordo libero. Confronto tra modello CUF-LW e modelli tridi-
mensionali a elementi solidi. Figura adattata da de Miguel et al.

7.3 Esempi di stati di tensione

La formulazione di Reissner—Mindlin sviluppata nelle sezioni precedenti permette di
descrivere in maniera efficiente la risposta globale di una piastra laminata. In pros-
simita di interfacce, bordi liberi o altre discontinuita geometriche, tuttavia, lo stato
tensionale puo assumere un carattere marcatamente tridimensionale. In queste regio-
ni, le tensioni trasversali possono diventare determinanti per la previsione dei fenomeni
di danneggiamento e delaminazione.

Un esempio significativo ¢ riportato da de Miguel et al.,? che analizzano un provino la-
minato in IM7/8552 con sequenza [45/ —45/90/0]s, soggetto a trazione longitudinale.
Il provino ha lunghezza L = 200 mm, larghezza b = 25 mm e spessore comples-
sivo h = 2.54 mm. I risultati ottenuti mediante un modello raffinato Layer-Wise
basato sulla Carrera Unified Formulation (CUF-LW) sono confrontati con differenti
discretizzazioni tridimensionali a elementi solidi.

La Fig. 7.5 mostra 'andamento lungo lo spessore delle componenti di tensione in-plane

5A.G. de Miguel, I. Kaleel, M.H. Nagaraj, A. Pagani, M. Petrolo, E. Carrera, “Accurate evaluation
of failure indices of composite layered structures via various FE models,” Composites Science and
Technology, 167:174-189, 2018.
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Oyy, Ozz € Tay, valutate al centro del provino. Le tensioni presentano un andamento
a tratti, con brusche variazioni in corrispondenza delle interfacce tra lamine con dif-
ferente orientazione. Tale comportamento ¢ una diretta conseguenza dell’anisotropia
delle singole lamine e della variazione delle proprieta elastiche lungo lo spessore.

E inoltre evidente 'ottimo accordo tra i diversi modelli numerici. Lontano dai bor-
di, infatti, le componenti in-plane risultano relativamente semplici da determina-
re e possono essere ricostruite accuratamente anche mediante modelli strutturali
dimensionalmente ridotti.

La situazione cambia significativamente in prossimita del bordo libero. La Fig. 7.6
riporta le componenti o,, e o0y, valutate lungo lo spessore in corrispondenza del
bordo del provino. Tali tensioni, pur non essendo direttamente associate al carico
macroscopico applicato, nascono localmente per effetto della diversa risposta delle
lamine e delle condizioni di equilibrio alle interfacce.

Rispetto alle tensioni in-plane, le componenti trasversali presentano distribuzioni for-
temente non uniformi, con elevati gradienti e valori di picco in prossimita delle inter-
facce. La loro valutazione risulta inoltre molto piu sensibile al livello di raffinamen-
to del modello numerico. Questo fenomeno, comunemente indicato come free-edge
effect, & particolarmente importante nell’analisi dei laminati, poiché le tensioni in-
terlaminari possono governare I'innesco della delaminazione e di altri meccanismi di
danneggiamento locale.

L’esempio evidenzia quindi una distinzione importante. I modelli ESL, e in particolare
la formulazione FSDT di Reissner—-Mindlin, possono fornire una descrizione efficace
della risposta globale del laminato e delle relative risultanti di tensione. La rico-
struzione accurata dello stato tensionale tridimensionale nelle regioni critiche richiede
invece modelli raffinati, di tipo Layer- Wise o tridimensionale, capaci di rappresentare
adeguatamente la variazione dei campi attraverso lo spessore.
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Capitolo 9

Analisi e modellazione
termoelastica

Nei capitoli precedenti sono stati introdotti gli strumenti dell’analisi strutturale agli
elementi finiti e sono stati discussi i principali effetti termici che caratterizzano le ap-
plicazioni spaziali. In particolare, il capitolo precedente ha mostrato come I’ambiente
termico, i coefficienti di espansione e la stabilita dimensionale possano influenzare le
prestazioni di strutture, strumenti e sistemi di puntamento. In questo capitolo il pro-
blema viene affrontato dal punto di vista modellistico, introducendo le formulazioni
matematiche e numeriche necessarie per descrivere 'interazione tra campo termico e
risposta meccanica.

L’obiettivo e presentare le basi dell’analisi termoelastica lineare e mostrare come esse
possano essere inserite in una procedura agli elementi finiti. Verranno dapprima
richiamate le principali ipotesi di modellazione e le diverse forme di accoppiamento tra
problema termico e problema strutturale. Successivamente saranno introdotte la legge
costitutiva termoelastica, le equazioni di governo e la corrispondente formulazione
debole.

La parte centrale del capitolo sara dedicata all’analisi termoelastica disaccoppiata,
nella quale il campo di temperatura viene determinato separatamente e poi applicato
al modello strutturale come carico termico. Questo approccio, spesso indicato come
one-way coupling o sequential coupling, costituisce la base della maggior parte delle
analisi termoelastiche impiegate nella pratica ingegneristica. Particolare attenzione
sara quindi dedicata al trasferimento dei campi di temperatura al modello strutturale
e alla costruzione dei carichi termici equivalenti.

9.1 Considerazioni preliminari

Dal punto di vista della modellazione matematica, i problemi termoelastici possono
essere classificati in funzione del livello di interazione considerato tra campo termico e
risposta meccanica. Tale distinzione ¢ importante sia dal punto di vista fisico sia dal
punto di vista computazionale, poiché determina quali equazioni di governo devono
essere risolte simultaneamente e quali effetti possono essere trascurati.



190 A. Pagani, E. Carrera, P. Chiaia

Nel seguito si distinguono quattro classi principali di problemi termoelastici.

e Problema termoelastico accoppiato: il campo termico e il campo meccanico ven-
gono determinati simultaneamente. La temperatura influenza la risposta strut-
turale attraverso le deformazioni termiche, mentre la deformazione meccanica
puo a sua volta influenzare 1’evoluzione del campo termico.

e Problema termoelastico accoppiato quasi-statico: il campo termico e il campo
meccanico rimangono accoppiati, ma gli effetti inerziali della struttura vengono
trascurati. La risposta meccanica € quindi trattata come una successione di
stati di equilibrio.

e Problema termoelastico disaccoppiato: il campo di temperatura viene determi-
nato indipendentemente dalla risposta meccanica della struttura e viene succes-
sivamente applicato al modello strutturale come carico termico. L’interazione e
quindi unidirezionale: dal problema termico al problema meccanico.

e Problema termoelastico disaccoppiato quasi-statico: oltre all’ipotesi di disaccop-
piamento tra problema termico e problema strutturale, si trascurano anche gli
effetti inerziali della struttura. Il campo di temperatura viene assegnato e la
risposta meccanica viene calcolata come equilibrio statico termoelastico.

Nella pratica ingegneristica, e in particolare nelle applicazioni aerospaziali, I’approccio
piu diffuso consiste nel determinare preliminarmente il campo di temperatura median-
te un modello termico dedicato e utilizzare successivamente tale distribuzione come
dato di ingresso per ’analisi strutturale. Questo approccio, spesso indicato come one-
way coupling o sequential coupling, rientra nella categoria dei problemi termoelastici
disaccoppiati.

Nel presente capitolo I'attenzione sara rivolta principalmente al caso disaccoppiato
quasi-statico. Questa scelta consente di introdurre in modo chiaro il ruolo delle de-
formazioni termiche, dei carichi termici equivalenti e della loro implementazione nel
metodo agli elementi finiti. Il caso pienamente accoppiato, nel quale campo termico
e campo meccanico vengono risolti simultaneamente, sara invece oggetto del capitolo
successivo.

9.2 Formulazione continua del problema

Nella teoria classica della termoelasticita lineare si assumono piccoli spostamenti,
piccole deformazioni e piccole variazioni di temperatura rispetto a uno stato di rife-
rimento. In queste ipotesi, la deformazione totale in un punto del corpo puo essere
scritta come somma di un contributo meccanico e di un contributo termico:

g = gmech 4 gth, (9.1)

Il contributo meccanico ¢ quello associato allo stato tensionale, gia introdotto nei
capitoli precedenti. Per un materiale isotropo lineare elastico, esso puo essere espresso
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in forma di cedevolezza come

mech __ 1

14

dove G & il modulo di taglio, v & il coefficiente di Poisson e I ¢ il tensore identita.
Il contributo termico descrive invece la dilatazione libera del materiale dovuta a una
variazione di temperatura. Indicando con

0=T-T, (9.3)

la variazione di temperatura rispetto alla temperatura di riferimento Ty, si ha

e = ab, (9.4)

dove a ¢ il tensore dei coefficienti di espansione termica. Nel caso isotropo,
e = aflI. (9.5)

La deformazione termica libera ¢ quindi puramente volumetrica: essa non introduce
componenti di taglio, ma soltanto deformazioni normali associate all’espansione o alla
contrazione del materiale.
Sostituendo la decomposizione della deformazione nella legge costitutiva elastica, si
ottiene

o=2u(e—all)+ Atr(e —abl) I, (9.6)

dove \ e u sono le costanti di Lamé. Poiché
tr (afI) = 3ad, (9.7)
la legge costitutiva puo essere riscritta nella forma
o =2pue + Mr(e)l — a3\ +2u)01. (9.8)

La Eq. (9.8) ¢ la legge di Duhamel-Neumann per un materiale isotropo lineare elastico.
Il termine
—a(3X 4+ 2u)01 (9.9)

rappresenta il contributo tensionale associato alla deformazione termica impedita. 11
segno negativo ha un significato fisico preciso: una dilatazione termica libera non
genera tensioni; le tensioni compaiono solo quando tale dilatazione & contrastata da
vincoli o incompatibilita deformative.

9.2.1 Equazioni di equilibrio meccanico

Le equazioni di equilibrio per un corpo continuo, in assenza di effetti inerziali, possono
essere scritte come
V-o+f=0, (9.10)

dove f ¢ il vettore delle forze di volume, coerentemente con la notazione introdotta
nel Capitoli 5 e 6.
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Introducendo la relazione cinematica lineare

(Vu+vu’), (9.11)

E =

[N

la legge costitutiva termoelastica diventa
o=p(Vu+Vu”) + AV - ul — a3\ +2u)01. (9.12)

Sostituendo la Eq. (9.12) nell’equazione di equilibrio si ottiene ’equazione di Cauchy—
Navier per un problema termoelastico isotropo:

Mg gk + (/\ + u)uk,ki — Oé(3>\ + 2#)972 + fi =0, 1=1,2,3. (913)

Rispetto al problema elastico puramente meccanico, compare quindi un termine ag-
giuntivo proporzionale al gradiente della variazione di temperatura. Se il campo di
temperatura & uniforme e il corpo & libero di espandersi, tale termine non genera
tensioni. Se invece sono presenti vincoli, gradienti termici o incompatibilita tra ma-
teriali differenti, la deformazione termica libera non puo svilupparsi completamente e
compaiono tensioni termoelastiche.

9.2.2 Equazione di trasmissione del calore

Per descrivere il problema termoelastico completo occorre affiancare alle equazioni
meccaniche una equazione per il campo di temperatura. In forma generale, conside-
rando una conduzione anisotropa lungo gli assi Cartesiani, ’equazione di trasmissione
del calore puo essere scritta come

0 oT 0 or 0 or or .
p <kT0x) + o (kyay) + 7 <kzaz> +7= pear — 3aKTotr(e). (9.14)

In questa espressione k,, k, e k, sono le conducibilita termiche lungo gli assi Carte-
siani, p e la densita del materiale, ¢ & il calore specifico, T € il termine di generazione
interna di calore e K}, & il modulo di comprimibilita (bulk modulus) del materiale,

2
L’ultimo termine della Eq. (9.14) rappresenta il contributo di accoppiamento termo-
meccanico. Esso lega I'evoluzione del campo di temperatura alla velocita di variazione
della deformazione volumetrica, poiché

tr (6) = Egz T Eyy T €22 = Evol- (9.16)

In altri termini, nel problema accoppiato la temperatura non e influenzata soltanto
dalla conduzione, dalle sorgenti interne e dalle condizioni al contorno termiche, ma
anche dalla variazione volumetrica del corpo.

Nel seguito del capitolo si considerera pero il caso pit comune nella pratica inge-
gneristica spaziale: il problema termoelastico disaccoppiato quasi-statico. In questa
formulazione il campo di temperatura viene determinato indipendentemente dal cam-
po meccanico e successivamente applicato al modello strutturale. Si trascurano quindi
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il termine di accoppiamento termo-meccanico nella Eq. (9.14), le sorgenti interne di
calore e gli effetti transitori. L’equazione termica si riduce alla forma stazionaria

0 oT 0 oT 0 oT
— | kp— — | ky—=— — (k.= | =0. 1
8x< 8x>+8y<y8y>+8z( 62) 0 (0.17)
Il problema termoelastico disaccoppiato quasi-statico puo quindi essere schematizzato
come
0 oT 0 oT 0 oT
— | k= — | ky—— — | k.— | =0,
3x( 6x>+8y<y8y)+8z( 82) (9.18)

Pt g + (A + p)ug ki — a(3A+2p)0; + f; =0, i=1,2,3.

La prima equazione viene risolta per determinare il campo di temperatura 7', o equi-
valentemente la variazione 8 = T' — T. La seconda utilizza tale campo come dato di
ingresso per calcolare spostamenti, deformazioni e tensioni termoelastiche.

Per maggiori dettagli sulla modellazione matematica dei problemi termoelastici, sulla
derivazione delle equazioni di governo e sulla successiva implementazione agli elementi
finiti, si rimanda a E. Carrera, F.A. Fazzolari e M. Cinefra, “Thermal Stress Analysis
of Beams, Plates and Shells,” Academic Press, 2015.

9.3 Legge costitutiva termoelastica generalizzata

La sezione precedente ha introdotto la decomposizione della deformazione totale in
contributo meccanico e contributo termico. In forma vettoriale, tale risultato puo
essere scritto direttamente come

o=C(e—¢e"), (9.19)

dove C ¢ la matrice costitutiva elastica del materiale e €' & il vettore delle deforma-
zioni termiche libere.
Nel sistema di riferimento considerato, assumendo nulle le componenti termiche di

taglio, si ha
th

e =alf, = [0,y a..,0,0,0". (9.20)
Sostituendo nella Eq. (9.19), si ottiene

o =Ce —Cab. (9.21)
Introducendo la relazione cinematica discreta (Eq. (6.2))

e = bu, (9.22)

la legge costitutiva puo essere riscritta come

o = Cbu —Cad. (9.23)
mech th

Si introduce quindi il vettore
B =Ca, (9.24)
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che raccoglie i coefficienti di accoppiamento termoelastico. La Eq. (9.23) diventa
o = Cbu — 36. (9.25)

Questa forma e particolarmente utile nella formulazione agli elementi finiti, poiché
separa il contributo tensionale dovuto agli spostamenti da quello indotto dal campo
di temperatura. Quest’ultimo non compare come una forza applicata direttamente,
ma come un contributo equivalente generato dalla combinazione tra rigidezza elastica
e coefficienti di espansione termica.

Consideriamo ora il caso di una lamina ortotropa. Nel sistema materiale principale
(1,2,3), con l'asse 1 orientato lungo la direzione delle fibre, la matrice costitutiva &

Ciy Ci2 Ciz 0 0 0
Cia Cap Cyz 0 0 0

123 |Ciz Caz Cs3 0 0 0

Crat=1%9" 0 0 cu 0 0] (9.26)
0 0 0 0 Css 0

0 0 0 0 0 Ces

Nel caso di una lamina ruotata rispetto agli assi globali della piastra, la matri-
ce costitutiva deve essere espressa nel sistema (x,y,z). Utilizzando la matrice di
trasformazione gia introdotta nel Capitolo 7, si ottiene

Quu Q2 Quiz 0 0 Qe

Q2 Q22 Q23 0 0 Q%

wyz _ mel2s e |Q13 Q23 Q33 0 0 Qs
Com =TC T = 0 0 0 Oss Qus e (9.27)

0 0 0 Qs Qs5 O

Qe Qs @36 0 0 Qss

Anche il vettore dei coefficienti di espansione termica deve essere inteso nel sistema
globale. In tale sistema, il vettore di accoppiamento termoelastico e

BTYF = CTVE V2 (9.28)
Riprendendo quanto gia riportato nell’Eq. (9.20)
= [z, Qyy, 022, 0,0, O]T, (9.29)

aY?

si ottiene

Q11040 + Qra0yy + Q130

Q12a9:a: + Q22ayy + Q23azz

ﬁwyz _ QlSaa::L’ + Q23any + QSBazz ) (930)
0

Q160z, + Q26ayy + Q36022
La Eq. (9.30) mostra che 'assenza di deformazioni termiche di taglio non implica
necessariamente ’assenza di tensioni termoelastiche di taglio. Nel sistema globale,
infatti, una lamina anisotropa o ruotata puo presentare un termine

IBwy = QlGawa: + Q26ayy + Q36a227 (931)

che genera un contributo tensionale di taglio nel piano per effetto della variazione di
temperatura.
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9.3.1 Riduzione a stato di tensione piano e Poisson locking

Consideriamo ora il caso di un modello piastra o guscio bidimensionale, come la piastra
di Reissner—-Mindlin. In questi modelli la cinematica non include una deformazione
normale indipendente lungo lo spessore; in particolare, si assume

e.. =0. (9.32)

Se si utilizzasse direttamente la legge costitutiva tridimensionale completa, questa
ipotesi cinematica produrrebbe una rigidezza artificiale associata alla deformazione
normale trasversa impedita. Tale effetto € noto come Poisson locking: il modello
risulta eccessivamente rigido perché la contrazione o ’espansione trasversa legata
all’effetto di Poisson viene vincolata in modo non fisico.

Una procedura standard per evitare questo problema consiste nel ridurre la legge
costitutiva imponendo lo stato di tensione piano,

0. =0. (9.33)

Questa condizione viene utilizzata a livello costitutivo per eliminare il contributo
tridimensionale non compatibile con la teoria strutturale adottata. Dalla Eq. (9.27),
trascurando momentaneamente il contributo termico, si ha

Ozz = QISEQ:a: + Q235yy + Q33€zz + Q36’79:y = 0. (934)

Da cui

%t Q23 Q36

T Q33 Fon Q33 Svy Q33 Tey:

Sostituendo la Eq. (9.35) nelle espressioni di 0,4, 0yy € Tgy, si ottiene la legge

costitutiva ridotta _ _ _
Ozx C_211 6_212 C_?w Eax

(9.35)

Oyy = ng Qgg 6_226 Eyy . (936)
Tay Qie Q26 Qes| |Vay
(Cip
I coefficienti ridotti sono
2
G = Qu-2E Qu=-Qu- L2,
2
Qe = Q16—M, Q22=Q22—%,
Q33 Q33
2
Q26 = Q26— My Qec = Qo6 — %~ (9.37)
Q33 Q33
Le componenti di taglio trasverso vengono raccolte nella matrice
Trz C?44 Q45 Yz
=|z = , 9.38
{Tyz} [Q45 Q55] {Vyz} (9:38)
~———

Cop
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con
Qa1 = Qua, Qa5 = Qus, Qs5 = Qss. (9.39)

In forma compatta,
Tip = (Cipeip’ Oop = (Copgop~ (940)

La stessa riduzione deve essere applicata al contributo termoelastico. Per il modello
di piastra si introduce .
Qip = [O‘rra Qyy, O] ) (941)

dove la terza componente e associata alla deformazione di taglio nel piano. Il vettore
di accoppiamento termoelastico ridotto ¢ quindi

Qllaa:x + Ql?ayy
lgip = (Cipaip = Q1204fcz + Q2204yy . (942)
Q160zz + Q260ryy

La legge costitutiva termoelastica ridotta diventa
Tip = Cipeip — ﬁipe, Oop = Copeop- (943)

Anche nel modello piastra, quindi, una variazione di temperatura puo produrre un
contributo tensionale di taglio nel piano se la lamina & anisotropa o ruotata rispetto
agli assi globali. In particolare,

Bay = Q160zz + Q260yy. (9.44)

Questo termine rappresenta un accoppiamento termoelastico tipico dei laminati ani-
sotropi e sara utilizzato nella costruzione dei carichi termici equivalenti.

9.4 Analisi termoelastica disaccoppiata

Nel problema termoelastico disaccoppiato il campo di temperatura viene determinato
indipendentemente dalla risposta meccanica della struttura. La deformazione mec-
canica non compare quindi nell’equazione di conduzione del calore e non modifica
I’evoluzione del campo termico. Quest’ultimo viene invece trasferito al modello strut-
turale e utilizzato come dato di ingresso per il calcolo di spostamenti, deformazioni e
tensioni.

Un’analisi termoelastica disaccoppiata e generalmente appropriata quando il campo
di temperatura puo essere considerato noto per il caso di carico analizzato, oppure
quando esso & stato precedentemente calcolato mediante un modello termico dedicato.
In tale approccio la temperatura non € una incognita del problema strutturale.

La procedura tipica puo essere schematizzata in tre passaggi.

1. Si determina il campo di temperatura mediante considerazioni fenomenologi-
che, dati sperimentali o analisi termiche numeriche. Per strutture e strumenti
complessi, il modello termico puo essere risolto con metodi dedicati, ad esem-
pio mediante differenze finite o elementi finiti. In ambito spaziale europeo, un
software frequentemente utilizzato per questo tipo di analisi ¢ ESATAN.
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2. Le temperature calcolate sul modello termico vengono trasferite al modello
strutturale. Poiché la mesh termica e la mesh strutturale non coincidono neces-
sariamente, questa operazione richiede algoritmi di interpolazione o mappatura,
indicati spesso con il termine mapping. In ambito ESA, uno strumento utilizzato
per questo passaggio ¢ SINAS.

3. Una volta noto il campo di temperatura sui nodi o sui punti di integrazione del
modello strutturale, si risolve il problema elastico con carichi termici equivalenti.
Nel seguito del capitolo ci concentreremo su questo ultimo passaggio.

La formulazione agli elementi finiti richiede di riscrivere il problema continuo in forma
debole e, successivamente, in forma algebrica discreta. Rispetto al caso puramente
meccanico, la differenza fondamentale e la presenza di un contributo addizionale do-
vuto alla deformazione termica libera. Tale contributo puo essere interpretato come
un carico equivalente applicato alla struttura.

9.4.1 Forma debole dell’equazione di governo

Consideriamo un corpo elastico soggetto a un campo di temperatura assegnato. Nel
caso disaccoppiato quasi-statico, la sola incognita del problema strutturale ¢ il campo
di spostamento u. Il campo termico, e quindi la deformazione termica, non dipende
dalla variazione virtuale dello spostamento. Di conseguenza,

seth =0,  semeh = ge. (9.45)

La forma debole del problema si ottiene dal Principio dei Lavori Virtuali. Indicando
con o lo stato tensionale termoelastico e con f il vettore delle forze di volume, si ha

/ selodv = / sul fav. (9.46)
Q Q

Utilizzando la legge costitutiva termoelastica introdotta nella sezione precedente,

o =Ce — 30, (9.47)
il lavoro virtuale interno diventa
Lint = oel (Ce — B0) dV
Q
= / se’Cedv — / setBoav . (9.48)
Q Q

contributo elastico  contributo termico

Introducendo la relazione cinematica

e = bu, de = bdu, (9.49)
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si ottiene
/ (bou)” ChudV — / (bou)” BOdV = / sul fdv. (9.50)
Q Q Q

Portando il contributo termico al secondo membro, la forma debole del problema
termoelastico disaccoppiato puo essere scritta come

/ (béu)” Cbudv = / (béu)” BOAV + / sul fav. (9.51)
Q Q Q

La Eq. (9.51) mostra che il contributo termico puo essere trattato, nel problema
strutturale, come un carico equivalente. Infatti, una volta noto il campo @, il termine

/ (bou)” BO AV (9.52)
Q

non contiene nuove incognite: esso rappresenta il lavoro virtuale associato alle defor-
mazioni termiche libere impedite dalla compatibilita strutturale, dai vincoli o dall’in-
terazione tra materiali differenti. In forma discreta, tale contributo dara origine al
vettore dei carichi termici equivalenti.

9.4.2 Modello FEM piastra di Reissner—Mindlin soggetta a
carichi termici

La forma debole del problema termoelastico disaccoppiato, Eq. (9.51), costituisce
il punto di partenza per la formulazione agli elementi finiti. In questa sezione si
ricava la forma algebrica del problema nel caso di elementi piastra basati sulla teo-
ria di Reissner—Mindlin, estendendo al caso termoelastico la formulazione puramente
meccanica introdotta nella Sezione 6.5.5.

Nel modello di piastra ¢ utile mantenere la distinzione tra contributi in-plane e
out-of-plane. Come mostrato nella sezione precedente, il vettore di accoppiamento
termoelastico ridotto e

ﬁip = ﬁyy = Ql?amx + Q22ayy 0 (953)

511 Qllaazx + Q12ayy 0
i1 ) /Bop = { }
Bwy Q160 + Q26ayy

Pertanto, assumendo nulle le deformazioni termiche di taglio, il contributo termico
agisce soltanto attraverso le componenti in-plane. Il termine termico che compare
nella forma debole & infatti

SLip = /Q se’BO AV = /Q (6e8,Bip + 0€,B0p) O dV. (9.54)

Poiché 3,, = 0, si ottiene
SLi = / Sel,Bipt dV. (9.55)
Q

Nel modello FEM di Reissner—-Mindlin, il campo di deformazione in-plane puo essere
scritto come somma di un contributo membranale e di un contributo flessionale lineare
nello spessore:

eip = B, + 2B 1y, (9.56)
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dove ’apice m indica il contributo membranale e I'apice f il contributo flessionale.
Di conseguenza,

Seip = BIow,, + 2B 0t (9.57)

Sostituendo nella Eq. (9.55), si ottiene

T
0Ly = / (Bt + =By ) Byoav
Q
= sal { /S 2 BT 3,0 dv} +ou} { /Q 2Bl B0 dv} : (9.58)
Fin Fir
I vettori

Fih = /Q B'B,0dV,  Fi = /Q Bl B dV (9.59)

sono, rispettivamente, il contributo membranale e il contributo flessionale del vettore
dei carichi termici equivalenti. Essi dipendono dal campo di temperatura assegnato,
dalla distribuzione dei coefficienti di espansione termica e dalla rigidezza elastica del
materiale.

Nel caso di un laminato, le proprieta elastiche e termoelastiche possono variare da
lamina a lamina. In tal caso gli integrali della Eq. (9.59) devono essere intesi come
somma dei contributi delle singole lamine:

Npiies

Zfop
th __ mT ak th __
Fii= } / /EBW k0dSdz,  FY =
k= z

bott

Npiies anp
> / / 2Bl BL,0dSdz.
k=1 7 Zbore

bott
(9.60)
Questa forma evidenzia che il carico termico equivalente non dipende soltanto dal
profilo di temperatura, ma anche dalla posizione delle lamine lungo lo spessore e dalla
loro orientazione.
Considerando ora anche il contributo meccanico, la forma discreta del problema
termoelastico disaccoppiato puo essere scritta come

a,, F,. Fih
{K’”m Kmf} = + . (9.61)
Kim  Kpr] | 4y F; F

La matrice di rigidezza e la stessa del problema puramente meccanico: i termini
termici non modificano la rigidezza del sistema, ma introducono un vettore di carichi
equivalenti. Nel caso particolare di piastra omogenea, con piano medio scelto in
modo tale da annullare 'accoppiamento membrana—flessione, la Eq. (9.61) si riduce

alla forma
hK , 0 {ﬁm} {Fm } {Ff,’; } (9.62)
h3_ o = + : 9.62
0 K7 HAKF ] |y Fy F

In forma assemblata, il sistema algebrico assume la forma compatta

Ka=F + F'", (9.63)
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Il vettore F** pud essere interpretato come un insieme di carichi nodali equivalenti,
energeticamente equivalenti al lavoro virtuale prodotto dalle deformazioni termiche
impedite. La temperatura non viene quindi introdotta nel modello strutturale come
una nuova incognita, ma attraverso un vettore noto di carichi equivalenti costruito a
partire dal campo 6.

9.4.3 1l profilo di temperatura

Le espressioni del vettore dei carichi termici equivalenti dipendono dal campo di
temperatura assegnato. Nel caso di una piastra, € particolarmente utile distinguere
tra variazioni di temperatura uniformi lungo lo spessore e variazioni caratterizzate da
un gradiente nella direzione z.

Assumendo, per semplicita, una piastra omogenea nello spessore o una singola lamina
con proprieta costanti, i contributi membranale e flessionale del carico termico equi-
valente dati da Eq. (9.59) possono essere separati tra dominio medio ¥ e coordinata
di spessore z:

h/2
Fil = /E B3 Bip [ / w2 dz) S, (9.64)
r — [ BT, " 0 )dz| dS (9.65
= n ip Pip _h/ZZ (xvy,z z . : )

Le due quantita tra parentesi rappresentano, rispettivamente, il risultante termico di
tipo membranale e il momento termico associato al profilo di temperatura lungo lo
spessore. Questa scrittura mostra immediatamente che non e sufficiente conoscere
il valore medio della temperatura: anche la sua distribuzione lungo z determina la
presenza o meno di contributi flessionali.

Profilo di temperatura costante

Consideriamo anzitutto il caso in cui la variazione di temperatura non dipenda dalla
coordinata di spessore:

In questo caso,
h/2
/ Oo(z,y) d= = hbo(x, y), (9.67)
—h/2
mentre
h/2 h/2
/ 200(x,y) dz = Oy(z, y)/ zdz = 0. (9.68)
—h/2 —h/2
Si ottiene quindi
Fih = p / B Bipbo(x,y) dS, (9.69)
b
F"=o0. (9.70)

Un profilo di temperatura costante lungo lo spessore genera quindi un carico termi-
co equivalente di tipo membranale. Per una piastra omogenea, o per un laminato
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simmetrico rispetto al piano medio, tale contributo produce dilatazioni nel piano ma
non introduce direttamente un momento flettente termico. Nei laminati non simme-
trici, invece, anche una variazione uniforme di temperatura puo produrre accoppia-
menti membrana—flessione a causa della distribuzione non simmetrica delle proprieta
elastiche e termoelastiche lungo lo spessore.

Profilo di temperatura lineare

Consideriamo ora un profilo lineare lungo lo spessore. Indicando con 0y(x,y) e
0¢(x,y) le variazioni di temperatura rispettivamente sulla faccia inferiore e sulla faccia
superiore della piastra, si puo scrivere

0(z,y,2) = Op(z,y) + Kab) ; %(z) (z - Z) : (9.71)

In modo equivalente,
0(x,y,2) = bo(z,y) + 261 (z,y), (9.72)

dove

01 (x,y) — Op(x,y)
h

bo(ag) = DR () o)

Il contributo membranale dipende dal valore medio della temperatura nello spessore:

h/2 h/2
/ O(z,y,2)dz = / [Oo(x,y) + 261 (z,y)] dz

—h/2 —h)2
h
= ho(z,y) = 5 [0e(z,y) + O(,y)] - (9.74)
Pertanto,
h m
P /E BT By, [0,(x,y) + Ou(z, y)] dS. (9.75)

11 contributo flessionale dipende invece dal primo momento della temperatura rispetto
al piano medio:

h/2 h/2
/ (e, y,2)dz = / 2 o y) + 201 (2, y)] d=
—h/2 —h/2

h/2 h3
— tiey) [ Pde= i)
—h/2

2

= P ey) (). (9.76)

Si ottiene quindi

h2

Fth —
12

/ZBzprﬁip [0:(z,y) — bb(z,y)] dS. (9.77)
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Un profilo lineare di temperatura genera quindi, in generale, sia un contributo mem-
branale sia un contributo flessionale. Il primo e associato alla temperatura media
nello spessore, mentre il secondo ¢ associato al gradiente termico tra le due facce della
piastra. Nel caso particolare in cui

at(xay) = ab(xvy)7 (978)

il gradiente termico & nullo e il contributo flessionale scompare. Viceversa, se

Or(x,y) = —Ou(x,y), (9.79)

la temperatura media nello spessore ¢ nulla e rimane soltanto il contributo flessionale.
Questi risultati forniscono una interpretazione fisica immediata dei carichi termici
equivalenti: una variazione uniforme di temperatura tende a produrre espansione o
contrazione nel piano, mentre un gradiente di temperatura nello spessore tende a
produrre curvatura. Nei laminati, tale distinzione puo essere ulteriormente modifica-
ta dalla sequenza di laminazione e dalla distribuzione delle proprieta termoelastiche
lungo lo spessore.

Figura 9.1: Problema termoelastico: geometria della piastra laminata.

9.5 Alcuni risultati numerici

Le formulazioni introdotte nelle sezioni precedenti mostrano come un campo di tempe-
ratura assegnato possa essere trasformato in un vettore di carichi termici equivalenti.
Tuttavia, nel caso di strutture laminate, la risposta termoelastica puo essere fortemen-
te influenzata dalla distribuzione della temperatura lungo lo spessore, dall’anisotropia
del materiale e dal modello strutturale adottato.

Per una trattazione piu approfondita della formulazione debole dei problemi di tra-
smissione del calore nei materiali compositi e della loro discretizzazione agli elementi
finiti, si rimanda alla letteratura di riferimento.!> 2> 3

IM. Cinefra, M. Petrolo, G. Li, E. Carrera, “Hygro-thermal analysis of multilayered composite plates
by variable kinematic finite elements,” Journal of Thermal Stresses, 40(12):1502-1522, 2017.

2M. Cinefra, S. Valvano, E. Carrera, “Heat conduction and thermal stress analysis of laminated
composites by a variable kinematic MITC9 shell element,” Curved and Layered Structures, 2(1):301-
320, 2015.

3F. Moleiro, C.M. Mota Soares, E. Carrera, “Three-dimensional exact hygro-thermoelastic solu-
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Nel seguito si riportano alcuni risultati rappresentativi tratti da analisi termoelasti-
che di piastre laminate mediante elementi finiti a cinematica variabile. L’obiettivo
non e introdurre nel dettaglio tali formulazioni, ma mostrare alcuni effetti fisici che
giustificano I'uso di modelli pitt accurati rispetto alle teorie classiche di piastra.

Si consideri una piastra quadrata, di lati a = b = 1 e spessore totale h, semplicemente
appoggiata e soggetta a un carico termico assegnato. La piastra & costituita da tre
lamine di uguale spessore, disposte secondo la sequenza di laminazione 0°/90°/0°,
come mostrato schematicamente in Fig. 9.1.

La distribuzione di temperatura ¢ assunta nella forma

mnx nm
O(x,y,z) = 04(2)sin (—) sin (Ty) ) (9.80)
a
dove 04(z) descrive il profilo di temperatura lungo lo spessore. Nel caso considerato
si assume m = n = 1. Sulle due superfici esterne della piastra vengono imposte le
condizioni

eA(ZtOp) =+1 K, GA(Zbottom) =-1K. (981)

Le proprieta del materiale sono riportate in forma adimensionale nella Tab. 9.5.

Er/Er Grr/Er Grr/Er vir=vrr oar/oar  Kp/Kr
25 0.5 0.2 0.25 1125 36.42/0.96

Tabella 9.1: Proprieta adimensionali del materiale della piastra laminata.

I risultati sono discussi in termini delle seguenti grandezze adimensionali:

_ w G Oig 7 Oij

2= TG W= o ij
harfaS?

S=2 (9.82)

- ETOéT@A7 - ETOéTQA’ h

Il parametro S = a/h misura la snellezza della piastra: valori elevati di S corrispon-
dono a piastre sottili, mentre valori ridotti corrispondono a piastre moderatamente
spesse 0 spesse.

La Fig. 9.2 mostra il profilo di temperatura ottenuto numericamente lungo lo spessore
per diversi valori del rapporto S = a/h.

Il risultato evidenzia che I'ipotesi di profilo lineare lungo lo spessore puo essere ade-
guata per piastre sottili, ma diventa progressivamente meno accurata al diminuire di
S. Per piastre spesse, la distribuzione della temperatura puo discostarsi in modo si-
gnificativo da una legge lineare. Questo aspetto ¢ importante perché, come mostrato
nella sezione precedente, il vettore dei carichi termici equivalenti dipende direttamente
dagli integrali della temperatura lungo lo spessore e dal suo primo momento rispetto
al piano medio.

La Fig. 9.3 riporta, per diverse teorie strutturali, ’andamento lungo lo spessore dello
spostamento trasversale adimensionalizzato u,, della tensione normale 7., e della
tensione di taglio 7.

Dal confronto emerge che la scelta della teoria strutturale influenza in modo signi-
ficativo la previsione delle grandezze locali, soprattutto nel caso delle tensioni. Le

tions for multilayered plates: Composite laminates, fibre metal laminates and sandwich plates,”
Composite Structures, 216:260-278, 2019.
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Figura 9.2: Profilo di temperatura lungo lo spessore per piastre con diverso rapporto
di snellezza S = a/h.
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Figura 9.3: Profili lungo lo spessore dello spostamento trasversale, della tensione
normale o, e della tensione di taglio o,, per diverse teorie strutturali.

teorie piti semplici possono fornire una buona stima della risposta globale in piastre
sottili, ma risultano meno accurate quando il comportamento lungo lo spessore di-
venta rilevante. Questo & particolarmente evidente per le tensioni di taglio trasverso,
che sono sensibili alla cinematica assunta e alla capacita del modello di descrivere
correttamente la variazione delle grandezze attraverso lo spessore.

La Fig. 9.4 approfondisce questo aspetto mostrando il profilo della tensione di taglio
0. per diversi valori del rapporto a/h e per differenti teorie strutturali.

Questi risultati mostrano che, al diminuire del rapporto a/h, la descrizione accurata
delle tensioni trasversali richiede modelli capaci di rappresentare in modo piu ricco
la cinematica lungo lo spessore. Nel caso di laminati compositi, tale esigenza e am-
plificata dalla discontinuita delle proprieta elastiche e termiche tra le lamine e dalla
possibile presenza di accoppiamenti termoelastici indotti dall’anisotropia.

L’esempio conferma quindi due aspetti centrali della modellazione termoelastica delle
strutture laminate. In primo luogo, il campo di temperatura non puo essere ridotto
automaticamente a un profilo lineare lungo lo spessore, soprattutto per piastre spesse
o fortemente anisotrope. In secondo luogo, la qualita della previsione delle tensioni
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Figura 9.4: Profilo della tensione di taglio o, lungo lo spessore per diversi rapporti
a/h e differenti teorie strutturali.

termoelastiche dipende in modo diretto dal modello strutturale adottato. Per questo
motivo, nelle applicazioni in cui le tensioni locali, gli effetti di bordo o gli stati inter-
laminari sono rilevanti, I'impiego di modelli higher-order o a cinematica variabile puo
risultare necessario.
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