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Dal discreto al continuo

Nei capitoli precedenti la struttura & stata rappresentata mediante un numero finito di gradi di
liberta. Per descrivere un corpo deformabile continuo occorre invece determinare campi
definiti in ogni punto di Q.

spostamenti cinematica deformazioni costitutiva tensioni equilibrio
e
u(x) e(x) o(x) e vincoli

Problema locale Passo verso gli elementi finiti

Le equazioni di equilibrio sono equazioni

) Il Principio dei Lavori Virtuali consente di passare
differenziali definite nel dominio continuo.

dalla forma forte alla forma debole.
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Cinematica del corpo continuo

La deformazione associa ogni punto della
configurazione di riferimento al punto
della configurazione attuale:

P = ¢(Po)
Lo spostamento &
Introducendo

F = VOQD, H= Vou

si ottiene la relazione fondamentale
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Deformazioni finite e infinitesime
Cinematica del continuo

Green—Lagrange

E:%(FTF—I)

e,usando F=1+H

E=_(H+H"+H"H)

N | =

. T . . a
Il termine H™ H contiene il contributo
geometrico non lineare.
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Per piccoli gradienti di spostamento:

L (H+HT) =symH

E =

N |

Inoltre
1 T
H=¢+w, w:i(H—H)

dove w descrive la rotazione locale infinitesima.
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Relazioni geometriche lineari
Cinematica del continuo

Deformazioni normali Deformazioni di taglio

Com = aux 5 — % _ 3u1 + 8Uy
Ox Y oy Yoy = oy Ox
B = 8“2 . 8uw + 8Uz o 8uy 8Uz
0z Ve = 5, Ox Ry Oy
Notazione di Voigt
€= {Eacz: Eyy, 5227’712777327’7111}717 Yij = 252']'

Le componenti di taglio del vettore sono quindi deformazioni ingegneristiche. Si potrebbe scrivere
e = bu, con b operatore differenziale. Provare a ricavarlo.
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Tensore degli sforzi ed equilibrio

Teorema di Cauchy
o

Q- Ozx Try Trz
0= |Tyz Oyy Tyz

Tzx Tzy Ozz
t(")(P)

e S v Equilibrio locale
7777 . — _ T
e /e Vio+f=0 o=o0

Sei componenti indipendenti.
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Legge costitutiva elastica lineare

Nel regime elastico lineare infinitesimo, tensioni e deformazioni sono legate da

Legge di Hooke generalizzata

Tensioni in notazione di Voigt Deformazioni in notazione di Voigt
T T
o = {U:I::L': Oyys Ozzy Tozy Tyzs TLy} €= {5w:m Eyys €22y VYazy Vyzs 'VJy}

C diventa una matrice 6 x 6; le simmetrie elastiche ne riducono il numero di coefficienti
indipendenti.
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Materiali isotropi e ortotropi

Elasticita lineare

Materiale isotropo Materiale ortotropo

costanti indipendenti.

Ci11 Ci2

Ci2 Cn1

_ | C12 Ci2

C= 0 0

0 0

0 0

Ci1 =2G + X
_ E

T 2(14v)

Nessuna direzione preferenziale; bastano due Le proprieta dipendono dalle direzioni principali del
materiale.
Ciz 0 0 0 Cn1 Ci2 Ci3 O 0 0
Ci2 0 0 0 Cia Cay Ca3 O 0 0
Cu 0 0 0 c_|Cim Cs G 0 0 0
0 Cu 0 0 “lo o0 0 Cu 0 0
0 0 Cu O 0 0 0 0 GCs5 0
0 0 0 Cu 0 0 0 0 0 Cee
Cia =X Cu =G
_ vE C = C(En, B2, E3,G23, G13, G12,v23, V13, V12)
(14v)(1—2v)
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Forma forte del problema elastico
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Il contorno viene suddiviso in

00 = 0, U 09, 00, NN, = 0.

Equazioni e condizioni al contorno

V-o+f=0 in(Q,
u=1u su 0y,

on=p su 092, .

Le condizioni sugli spostamenti sono
essenziali; quelle sulle trazioni sono naturali.
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Dalla forma forte alla forma debole
Principio dei Lavori Virtuali

Si considera I'equazione di equilibrio
V-o+f=0 in Q
e una variazione virtuale cinematicamente ammissibile
‘ou=20 su 02y,

Moltiplicando I'equazione di equilibrio per sut e integrando sul dominio:
/6uT(V-a+f)dV:0
Q

Applicando I'integrazione per parti al primo termine:

/5uTV-0'dV:/ 5uT0'nde/6sT0'dV
Q By Q
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Principio dei Lavori Virtuali

Dalla forma forte alla forma debole

Poiché
00 = 09, U 0, ou=0 su 0y,

e sulla parte di contorno caricata
on=p su 00,

si ottiene

Forma debole

/55TadV:/6qudV+/ su'pds
Q JQ tol9)

o

SLoxs = / suTfdv + / su'pds
Q oN

o

§Lint = / se’odv
Q
punto di partenza del metodo agli elementi finiti
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