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Classificazione delle non linearità

Geometrica

co
nfi

gu
ra

zi
on

e

Grandi spostamenti e rotazioni: la
cinematica dipende dalla
configurazione deformata.

Materiale

ε

σ

La legge costitutiva non è lineare:
plasticità, viscoelasticità,

danneggiamento, ecc.

Contatto

g

Le condizioni di vincolo
cambiano: contatto, distacco,

impenetrabilità, attrito.

Nel seguito: non linearità geometrica, materiale elastico lineare.
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Non linearità geometrica
Spostamenti e rotazioni finiti

In un contesto di non linearità di tipo geometrico, le componenti di deformazione puramente non
lineari del tensore di Green-Lagrange (HT H) non sono più trascurabili. In forma compatta,
introducendo le matrici formali degli operatori di derivazione, si ha:

ε = (bl + bnl)u = εl + εnl

con
Operatore lineare

bl =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
∂x 0 0
0 ∂y 0
0 0 ∂z

∂z 0 ∂x

0 ∂z ∂y

∂y ∂x 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

Operatore non lineare

bnl =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
2

ux,x∂x
1
2

uy,x∂x
1
2

uz,x∂x

1
2

ux,y∂y
1
2

uy,y∂y
1
2

uz,y∂y

1
2

ux,z∂z
1
2

uy,z∂z
1
2

uz,z∂z

ux,x∂z uy,x∂z uz,x∂z

ux,y∂z uy,y∂z uz,y∂z

ux,x∂y uy,x∂y uz,x∂y

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∂i ≡

∂(·)
∂i

bnl dipende dal campo di spostamento e quindi dalla configurazione corrente.
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Variazione virtuale delle deformazioni
Il fattore 2 nella linearizzazione dei termini quadratici

Per la componente normale di Green–Lagrange:

εxx = ux,x + 1
2

(︁
u2

x,x + u2
y,x + u2

z,x

)︁
La perturbazione virtuale u → u + δu fornisce

εxx(u + δu) = ∂(ux + δux)
∂x

+ 1
2

[︄(︃
∂(ux + δux)

∂x

)︃2

+
(︃

∂(uy + δuy)
∂x

)︃2

+
(︃

∂(uz + δuz)
∂x

)︃2
]︄

da cui, essendo δεxx = εxx(u + δu) − εxx(u) e
trascurando i termini O(δu2):

δεxx = δux,x + ux,xδux,x + uy,xδuy,x + uz,xδuz,x

In forma compatta:

δε = (bd
l + bd

nl)δu.

Confronto con la deformazione
reale

bd
l = bl, bd

nl = 2bnl

Quindi

δε = (bl + 2bnl)δu
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Matrice di rigidezza secante
Dal Principio dei Lavori Virtuali ai quattro contributi

Dall’espressione del lavoro virtuale interno

δLint =
∫︂

Ω
(δεl + δεnl)TC(εl + εnl) dV

sostituendo le relazioni geometriche n-l, una legge costitutiva per materiale elastico lineare, e
adottando un generico modello FEM, come ad esempio l’elemento piastra di Reissner-Mindlin, è
possibile identificare quattro contributi alla matrice di rigidezza:

Kll =
∫︂

Ω
BT

l CBl dV

Klnl =
∫︂

Ω
BT

l CBnl dV

Knll =
∫︂

Ω
2BT

nlCBl dV

Knlnl =
∫︂

Ω
2BT

nlCBnl dV

Discretizzazione
u = Nû, Bl = blN, Bnl = bnlN

Il fattore 2 compare soltanto nei contributi che derivano dalla variazione virtuale non lineare.
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Matrice di rigidezza secante
Forze interne ed equilibrio nella configurazione deformata

Il lavoro virtuale interno diventa

δLint = δûT KS(û)û

con

KS = Kll + Klnl + Knll + Knlnl

Nota:

Poiché
Knll = 2KT

lnl

la matrice secante è, in generale, non
simmetrica.

Introducendo

Fint = KS(û)û

e
δLext = δûT F

il PLV conduce a

KS(û)û = F

Differenza rispetto al caso lineare
KS dipende dalla soluzione attraverso Bnl: il
sistema non può essere risolto con una singola
inversione matriciale.
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Linearizzazione del residuo di equilibrio

Si definisce il residuo

φres(û, F) = KS(û)û − F

L’equilibrio richiede

φres = 0

In una configurazione vicina:

û = û∗ + ∆û, F = F∗ + ∆F

Taylor al primo ordine:

φ∗
res + ∂φres

∂û⏞ ⏟⏟ ⏞
KT

∆û − ∆F ≃ 0

Per carichi proporzionali

F∗ = λ∗Fref , ∆F = ∆λ Fref ,

si ottiene

KT (û∗)∆û = ∆λ Fref − φ∗
res

KT è la linearizzazione locale delle equazioni di equilibrio.
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Matrice di rigidezza tangente
Linearizzazione del lavoro virtuale interno

La matrice di rigidezza tangente si ottiene linearizzando il vettore delle forze interne rispetto agli
incrementi di spostamento:

∆(δLint) = ∆
(︃∫︂

Ω
δεT σ dV

)︃

Contributo materiale
∫︂

Ω
δεT ∆σ dV

∆σ = C∆ε, ∆ε = (bl + 2bnl)∆u

Contributo geometrico∫︂
Ω

∆(δε)T σ dV

Nasce dalla dipendenza della cinematica non lineare
dalla configurazione deformata e dallo stato

tensionale corrente.

∆(δLint) = δûT
(︁
Kmat

T + Kσ

)︁
∆û
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Matrice di rigidezza tangente
Contributo materiale

Dopo discretizzazione:

Kmat
T = KT,ll + KT,lnl + KT,nll + KT,nlnl

KT,ll =
∫︂

Ω
BT

l CBl dV

KT,lnl =
∫︂

Ω
BT

l C(2Bnl) dV

KT,nll =
∫︂

Ω
(2Bnl)TCBl dV

KT,nlnl =
∫︂

Ω
(2Bnl)TC(2Bnl) dV

Osservazione
Per C = CT il contributo materiale della tangente è simmetrico: i termini misti compaiono come coppia

trasposta con lo stesso coefficiente.
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Matrice di rigidezza tangente
Contributo geometrico

Applichiamo una variazione incrementale alla variazione virtuale della deformazione:

δεxx = δux,x + ux,xδux,x + uy,xδuy,x + uz,xδuz,x

⇒ ∆(δεxx) = ∆ux,xδux,x + ∆uy,xδuy,x + ∆uz,xδuz,x

Dopo discretizzazione agli elementi finiti, il termine ∆(δεxx) può essere scritto come

∆(δεxx) =
Nn∑︂
i=1

Nn∑︂
j=1

Ni,xNj,x

(︁
δû i

x∆û j
x + δû i

y∆û j
y + δû i

z∆û j
z

)︁
dove Nn è il numero di nodi dell’elemento, mentre ûi

x, ûi
y e ûi

z indicano le componenti di spostamento
nodale del nodo i. Similmente le componenti per il nodo j. In modo analogo si possono scrivere le
altre componenti del vettore ∆(δε).
In forma compatta, il vettore ∆(δε) può quindi essere rappresentato come

∆(δε) = B∗
nl

{︄∆ûxδûx

∆ûyδûy

∆ûzδûz

}︄
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Matrice di rigidezza tangente
Rigidezza geometrica e forma finale

B∗(ij)
nl =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ni,xNj,x Ni,xNj,x Ni,xNj,x

Ni,yNj,y Ni,yNj,y Ni,yNj,y

Ni,zNj,z Ni,zNj,z Ni,zNj,z

Ni,zNj,x + Ni,xNj,z Ni,zNj,x + Ni,xNj,z Ni,zNj,x + Ni,xNj,z

Ni,zNj,y + Ni,yNj,z Ni,zNj,y + Ni,yNj,z Ni,zNj,y + Ni,yNj,z

Ni,yNj,x + Ni,xNj,y Ni,yNj,x + Ni,xNj,y Ni,yNj,x + Ni,xNj,y

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

Rigidezza geometrica

Kσ =
∫︂

Ω
diag

(︁
B∗T

nl σ
)︁

dV

Il contributo geometrico dipende
direttamente dallo stato tensionale
corrente.
Combinando i due contributi:

KT = Kmat
T + Kσ

∆Fint ≃ KT ∆û

Interpretazione
La secante collega posizione e forza
interna; la tangente descrive la variazione
locale delle forze interne attorno alla
configurazione corrente.
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Esempio di calcolo semplificato
Cinematica non lineare a due gradi di libertà

Consideriamo

û =
{︃

U
V

}︃
, ε = U + 2V 2

Ovvero

εl = U, εnl = 2V 2

Materiale elastico lineare con rigidezza
unitaria:

σ = Qε, Q = 1

La stessa relazione si scrive

ε = Blû + Bnlû

con

Bl =
[︁
1 0

]︁
, Bnl =

[︁
0 2V

]︁
La variazione virtuale è

δε = δU + 4V δV

e quindi
Bd

nl =
[︁
0 4V

]︁
= 2Bnl
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Esempio di calcolo semplificato
Variazione prima: matrice secante

Poiché
σ = ε = U + 2V 2

la variazione prima dell’energia di
deformazione si scrive:

δϕ = σ δε = (U + 2V 2)(δU + 4V δV )

Sviluppando:

δϕ = (U + 2V 2)δU + (4UV + 8V 3)δV

Scrivendo
δϕ = δûT KSû

si ottiene

KS =
[︃

1 2V

4V 8V 2

]︃

Fint = KSû =
{︃

U + 2V 2

4UV + 8V 3

}︃
La secante è non simmetrica.
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Esempio di calcolo semplificato
Variazione seconda: matrice tangente

Dalla variazione incrementale di δϕ:

∆(δϕ) = δU∆U + 4V δU∆V

+ 4V δV ∆U + (4U + 24V 2)δV ∆V

Pertanto, scrivendo

∆(δϕ) = δûT KT ∆û

si ha

KT =
[︃

1 4V
4V 4U + 24V 2

]︃

Lo stesso risultato deriva da

KT =
∂Fint

∂û
oppure dalla decomposizione

KT = Kmat
T + Kσ

con
Kmat

T =
[︂ 1 4V

4V 16V 2

]︂
Kσ =

[︂0 0
0 4U + 8V 2

]︂
La tangente è simmetrica per il problema elastico

conservativo.
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Redistribuzione dei contributi non lineari
Costruzione di una matrice secante simmetrica

La matrice secante non simmetrica può essere sostituita da una matrice simmetrica che produca lo stesso
vettore delle forze interne:

Ksim
S û = KS û = Fint

Cerchiamo quindi una matrice della forma

Ksim
S =

[︂
a b
b c

]︂
tale che [︂

a b
b c

]︂ {︂
U
V

}︂
=

{︃
U + 2V 2

4UV + 8V 3

}︃
Dal confronto delle due componenti:

a = 1, b = 2V, c = 2U + 8V 2

Quindi

Ksim
S =

[︂ 1 2V

2V 2U + 8V 2

]︂
e infatti

Ksim
S û =

{︃
U + 2V 2

2UV + (2U + 8V 2)V

}︃
=

{︃
U + 2V 2

4UV + 8V 3

}︃
= Fint
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