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Classificazione delle non linearita
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Grandi spostamenti e rotazioni: la La legge costitutiva non & lineare: Le condizioni di vincolo
cinematica dipende dalla plasticita, viscoelasticita, cambiano: contatto, distacco,
configurazione deformata. danneggiamento, ecc. impenetrabilita, attrito.

Nel seguito: non linearita geometrica, materiale elastico lineare.
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Non linearita geometrica
Spostamenti e rotazioni finiti

In un contesto di non linearita di tipo geometrico, le componenti di deformazione puramente non
lineari del tensore di Green-Lagrange (HTH) non sono pitl trascurabili. In forma compatta,
introducendo le matrici formali degli operatori di derivazione, si ha:

[ = (b +bu)u=ci+en]

con
Operatore lineare Operatore non lineare
1 1 1
Oz 0 7um,mam 7uy,m8m 7uz,m8m
0 0, 0
N SUz,yOy Sy Oy  SUuzyOy
o |00 0 N EE
= it - -
9, 0 O, ni 2uz,zaz 2uy,zaz 2uz,zé‘z
0 0. oy U,z 0= Uy, 20 Uz 20
9y Oz 0 Uz, O Uy,y 0z Uz,y0z
Uz, 2Oy Uy, Oy Uz,z 0y
a(-
0; = 3() b,,; dipende dal campo di spostamento e quindi dalla configurazione corrente.
i
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Variazione virtuale delle deformazioni
Il fattore 2 nella linearizzazione dei termini quadratici

Per la componente normale di Green—Lagrange:
In forma compatta:

_ 1 2 2 2
Exax = um,z + a uz,z + uy,z + uz,z

2 e = (b;j + bil)éu.

La perturbazione virtuale u — u + du fornisce
Oug + duz) N

5 Confronto con la deformazione
1 O(ug + duz) |
ox 2 ox EElE

2 2
A(uy + duy) O(uz + duz)
+ ( ox : + ox ‘b? = bl: b'{ribl = 2bnl

da cui, essendo Jezz = €20 (U + 0U) — £4a(u) €
trascurando i termini O(Ju):

Exz(u+0u) =

Quindi

’ e = (bl + 2bnl)6u ‘

0sz = OUz,z + Uz, 20Uz,z + Uy 20Uy 2 + Uz 20Uz &
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Matrice di rigidezza secante

Dal Principio dei Lavori Virtuali ai quattro contributi

Dall’espressione del lavoro virtuale interno

6£int - /(6€l + 5Enl)T(C(El + 5nl) av
Q

sostituendo le relazioni geometriche n-l, una legge costitutiva per materiale elastico lineare, e
adottando un generico modello FEM, come ad esempio I'elemento piastra di Reissner-Mindlin, &
possibile identificare quattro contributi alla matrice di rigidezza:

Ky, :/BZT(CBl av K, =/ 2BT,CB, dV
Q Q

K :/BZT(CBM av Koin = /QBQCBM av
Q JQ

Discretizzazione

u = Nu, Bl = blN, Bnl = bnlN

Il fattore 2 compare soltanto nei contributi che derivano dalla variazione virtuale non lineare.
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Matrice di rigidezza secante
Forze interne ed equilibrio nella configurazione deformata

. . . Introducendo
Il lavoro virtuale interno diventa

SLint = 6ﬁTKS(ﬁ)ﬁ Fii = Ks (u)u

e
con 6Lep = 60T F
Ks =Ky + K + Koy + Ko il PLV conduce a
Nota: Ks(
Poiché

K, = 2K, Differenza rispetto al caso lineare

K dipende dalla soluzione attraverso B,,;: il
sistema non puo essere risolto con una singola
inversione matriciale.

la matrice secante &, in generale, non
simmetrica.
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Linearizzazione del residuo di equilibrio

Si definisce il residuo Taylor al primo ordine:
[ Pres(0.F) = K(0)a — F | Pres + a?i” At~ AF ~ 0
a
L'equilibrio richiede Kr
Pres =0 Per carichi proporzionali
In una configurazione vicina: F* = XF,.y, AF = AAF .y,

a=10"+ Auq, F=F"+AF si ottiene

\KT(ﬁ*)Aﬁ = AAF,of — @7,

K é la linearizzazione locale delle equazioni di equilibrio.
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Matrice di rigidezza tangente

Linearizzazione del lavoro virtuale interno

La matrice di rigidezza tangente si ottiene linearizzando il vettore delle forze interne rispetto agli

incrementi di spostamento:
A(0Lint) = A (/ selo dV)
Q

Contributo materiale Contributo geometrico

/56TA0' av /A(‘SE)T”W
Q
Q

Nasce dalla dipendenza della cinematica non lineare
dalla configurazione deformata e dallo stato
tensionale corrente.

Ao = C Aeg, Ae = (b; + 2by;)Au

A(SLins) = 60" (K7 + K, ) Al
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Matrice di rigidezza tangente
Contributo materiale

Dopo discretizzazione:

’K?f’a‘t = KT,” + KT}lnl + KT,’I’L” + KT,nlnl

Kry= / B/ CB, dV Kr o = / (2B,.;)"CB, dV
Q Q
K = / B/ C(2B,;) dV KT nint = / (2B,.))"C(2B,,;) dV
Q Q

Osservazione

Per C = CT il contributo materiale della tangente & simmetrico: i termini misti compaiono come coppia
trasposta con lo stesso coefficiente.
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Matrice di rigidezza tangente
Contributo geometrico

Applichiamo una variazione incrementale alla variazione virtuale della deformazione:
0€za = 5ux,ac + um,zéuz,x + Uy,a:(suy,x + uz,x(suz,x
= A(0esz) = AUg, 20Uz, + AUy 20Uy z + AUz 50U, o
Dopo discretizzazione agli elementi finiti, il termine A(de5z) pud essere scritto come
N’!L N7L
A(0ers) E § N;xNjo (StgAd] + 6t Ad) + 60l Aa!)
=1 j=1
dove N,, & il numero di nodi dell’elemento, mentre @7, ﬁly e 4% indicano le componenti di spostamento
nodale del nodo i. Similmente le componenti per il nodo j. In modo analogo si possono scrivere le
altre componenti del vettore A(de).
In forma compatta, il vettore A(de) pud quindi essere rappresentato come
Al 0l
A(de) = By { Adydiy
At,00
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Matrice di rigidezza tangente
Rigidezza geometrica e forma finale

Il contributo geometrico dipende

direttamente dallo stato tensionale
NiaNjau NixNja NiaNjax

. . ) corrente.
N, Nz Y Nl-yN;w Nl-,me
i) _ Ni-Nj. Ni-Nj. Ni-Nj. Combinando i due contributi:
B : . =N,
" NizNjo+ NizNj: NizNjz+ NizNj. Ni:zNjz+ NioNj.
t
Ni-Njy+NiyNj. Ni-Njy+NiyNj- Ni2Nj,+NiyNj. ’ Kr =K +K,

NiyNiw + NowNiy  NigNio + NiaNjy  NiyNio + Nia N
Aant ~ KTALI

Rigidezza geometrica
Interpretazione

La secante collega posizione e forza
K, = / diag (an 0') dV interna; la tangente descrive la variazione
Q

locale delle forze interne attorno alla
configurazione corrente.
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Esempio di calcolo semplificato
Cinematica non lineare a due gradi di liberta

Consideriamo La stessa relazione si scrive
R U = B;a+ B,
u:{V}’ e=U+2V? = Bt Bt
con
Ovvero
B,=[1 0], Bu=[0 2V]
_ _ o7/2
a=U, ent =2V La variazione virtuale &
Materiale elastico lineare con rigidezza ‘ de = 6U + 4V sV ‘
unitaria:
e quindi
d
c=Qs, Q=1 Bl = [0 4V]=2B,
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Esempio di calcolo semplificato

Variazione prima: matrice secante

Poiché
c=ec=U+2V?

la variazione prima dell’energia di
deformazione si scrive:

§¢p = 0 de = (U +2V?)(6U + 4V V)
Sviluppando:

§¢ = (U +2V?)U + (4UV + 8V?)sV

Strutture per veicoli spaziali

Scrivendo
§¢ = su"Kgn
si ottiene
1 2V
Ks = Lﬂ/ 8V2]
P o—Keaod Ut 2V
nt = BSR4y 4 8v°

La secante € non simmetrica.
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Esempio di calcolo semplificato
Variazione seconda: matrice tangente

Dalla variazione incrementale di §¢:

A(8¢) = SUAU + 4VSUAV
+4AVSVAU + (4U + 24V?)5VAV

Pertanto, scrivendo
A(5¢) = saTKrAa

si ha

o | 1 4V
= l4v  4U +24v?

Strutture per veicoli spaziali

Lo stesso risultato deriva da

aFint
K, =
T~ "oa

oppure dalla decomposizione

Kr = KP" + Ko

con
1 4V
mat __
K7™ = [4V 16V2]
0 0
Ko = {0 4U+8V2}

La tangente & simmetrica per il problema elastico
conservativo.
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Redistribuzione dei contributi non lineari

Costruzione di una matrice secante simmetrica

La matrice secante non simmetrica puo essere sostituita da una matrice simmetrica che produca lo stesso

vettore delle forze interne:

| K§™a = Kot = Fi |

sim a b
=5

b} {U} ] v4ov?
] W T aUv +8v3
Dal confronto delle due componenti:

a=1, b=2V, c=2U + 8V?2

Cerchiamo quindi una matrice della forma

tale che

—
[SS]

Quindi

1 2V
2V 2U 4 8V?

simg _ U +2v? ] U+2v? R
5 U7 20V + (U 48VAHV [ T JaUV +8y3 (T Tt
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e infatti
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