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Analisi termoelastica non lineare

[campo termico assegnato Q(X)J
Nelle strutture snelle o a parete sottile, un campo

di temperatura puo generare stati di v
compressione tali da modificare la rigidezza della
struttura e, nei casi piu severi, innescare

|

é_th = af)

L]

pre-tensioni termiche ot }

Impostazione adottata

Problema disaccoppiato: il campo termico € noto e
viene applicato al modello strutturale, mentre la
risposta meccanica puo evolvere in regime

geometricamente non lineare. *

v

risposta meccanica non lineare

[ buckling / post-buckling }

La temperatura entra nel residuo e, in regime non lineare, anche nella matrice
tangente.
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Dal problema meccanico al problema termoelastico
Deformazioni e legge costitutiva

La variazione di temperatura rispetto allo stato di riferimento &
0=T—"Tp, eth = a6
La deformazione compatibile mantiene la decomposizione geometrica gia introdotta:

e=¢1+en = (b +by)u

Deformazione meccanica

’émech —c— Eth =g +en — a@‘

Assumendo un materiale termoelastico lineare:

’ o = Ce™eh = Ce — B9 con: 3 =Ca

— o= Ce +(—pB9)

mech
o oth
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Dal problema meccanico al problema termoelastico
Dal lavoro virtuale all'equilibrio discreto

Nel problema disaccoppiato il campo termico & assegnato, quindi
seth = 0, 0e = dg; + 0epy

Il lavoro virtuale interno diventa

SLint = / s5eTadv
Q

= /63T<CedV —/JsTﬁedV
Q Q

contributo meccanico contributo termico

Dopo discretizzazione, il primo termine fornisce le forze interne non lineari
Fint(0) = Kg(0)a

mentre il secondo definisce i carichi termici equivalenti. Pertanto

Ks(a)a — F"(a,0) =0
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Carichi termici equivalenti
Parte lineare e parte non lineare

Il contributo termico al lavoro virtuale &
Ry / 6e” B0 AV
Q

Con la discretizzazione
e, = By on, 0en] = QBM(ﬁ) ot

si ottiene

[P (0,0) = F{"(6) + Fli(a,6)
con )

Fi" = / B/ podv, FL= / 2B, ()80 dV

Q Ja
Parte lineare Parte non lineare
Dipende dal campo termico e dalle proprieta Dipende anche da 01 attraverso B,,; e deve essere
termoelastiche, ma non dalla configurazione aggiornata durante l'iterazione.
deformata.
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Residuo termoelastico e linearizzazione

. . . Sy th
Per un problema puramente termico, la condizione di equilibrio € ¢,..; = 0, dove

@' (0,0) = Ks(a)a — F™(4,0)

Introduciamo un campo termico di riferimento e un fattore scalare:
0 = NOres
Attorno allo stato provvisorio (0", \*):
a=0"+Aa A=X"+AX

La linearizzazione al primo ordine fornisce

o &Pth 8(pth
T‘ESAA res AA : 0
Prest T5q SN Ton
Definendo o o
Kth _ res Ft — _ res
r oa A AN
si ottiene

K7 At =Fi'AN — g,
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Vettore termico tangente
Variazione dei carichi termici rispetto a A

Poiché 6 = Af,..y, il vettore termico tangente si decompone in

[P = F 4 F

con
F{) = / B/ B0,c; dV
Q

Fi, = / 2B}, (1) B0,cr dV
Q

th th
E valutato per il campo termico effettivamente Ve I8 veresdone dd earies tamites

applicato . . . .
= equivalente al variare di A\, mantenendo fissa la

U= g configurazione corrente.

La dipendenza da @i non entra nella derivata rispetto a \: entra invece nella matrice tangente.
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Matrice tangente termoelastica
Derivata del residuo rispetto alla configurazione

Partendo dal residuo termoelastico,

th _ O

K/ = —
T~ ba

[Ks ()t — F™(a,0)]

Il primo termine coincide con la tangente del problema meccanico geometricamente non lineare. ||
R th th
secondo ¢ nullo per F;", ma non per F,,;.

’ K%_‘h _ K;LECh + Kz;h

Contributo meccanico Contributo termico

Contiene i termini costitutivi e la rigidezza geometrica E una rigidezza geometrica addizionale generata dallo
associata allo stato tensionale meccanico corrente. stato tensionale termico.

Il campo termico modifica quindi non solo il vettore dei carichi, ma anche la linearizzazione del
problema.
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Matrice tangente termoelastica
Origine della rigidezza geometrica termica

La linearizzazione del lavoro virtuale interno contiene un termine costitutivo e un termine geometrico:
A(8Lint) = / sefCcAedv + / A(se)T o dv
Q Q
Nel problema termoelastico

o= a,mech 4 o.th, a_th = B0

Il contributo termico del secondo integrale definisce quindi

suTKI An = 7/ A(6e)T 8O dv
Q

Poiché la parte lineare non produce seconde variazioni,
A(3e) = ASen)

e il contributo puo essere scritto direttamente come

th aFf’L}; s *T
K =—-—2l = [ diag(B;] 80) dv
ou Q
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Buckling termico
Procedura linearizzata

Si assume un campo termico di riferimento 6,..; e si determina lo stato di pre-buckling mediante un’analisi
termoelastica lineare:

KO ﬁ'ref - F;h (eref)

Da i,y si ricava lo stato tensionale di riferimento
Oref = (Csref - 597*ef
e quindi la rigidezza geometrica di riferimento
K, = Ko (0yef)

Se il pre-buckling scala linearmente con A,
KUn(A) ~ Ko + AKL Interpretazione

Il pit piccolo autovalore positivo A1 definisce il moltiplicatore
La condizione critica & critico del campo termico:

Ocrit(x) = A10rcy(X)

¢1 ¢ la corrispondente forma modale di buckling.

(Ko + MiKo ) ¢ =0

La procedura individua I'innesco dell’instabilita, non il comportamento post-critico.
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Piastra di Reissner—Mindlin
Non linearita di von Karman

La cinematica di von Karman conserva i termini quadratici dominanti associati ai gradienti dello
spostamento trasversale wu.:

Pertanto

Parte non lineare:

Eipnl =

2

2
Uz x
2
Usz,y

2Uz Uz y

E:CCII?

Eyy

Yy

2
= Ugz,z + Uz

2

15
= Uyy + iuz,y

= Uz,y + Uy, + Uz,zxUz,y

Eip = Eip,l + Eip,nl
Variazione virtuale:

Uz,o OUz, 2
0€ip,mi = Uz,y OUszy
Uzw OUzy + Uzy OU2

La dipendenza di de;;,; da u. genera la rigidezza geometrica.
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Piastra di Reissner—Mindlin
Dalla seconda variazione alla rigidezza geometrica

| soli termini non lineari sono quelli delle deformazioni membranali. Il contributo di pre-stress & quindi
T Oxx
A(aﬁint)a = A(éslp) Tip d‘/, Tip = Tyy
Q Tay

Da von Karman:
A(bege) = Auz z duz oz

A(beyy) = Auz y duz y
A(0Vzy) = Atz z Uz y + Auz y duz o

Con
uy = N, du, = Nou,, Au, = NAG,
si ottiene
A(6Lint)o = 60T K, Al
con

o = [ [N N ey (NN NI
Q
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Piastra di Reissner—Mindlin

Risultanti membranali e contributo termico

Integrando le tensioni nel piano lungo lo spessore si introducono le risultanti membranali

Ng h/2 Ozx
Ny » = / Oyy pdz
Nzy —h/2 | Tay

La rigidezza geometrica della piastra diventa

K, = / [N?;:NZN,I + N:"@;NQN’:‘/ + Nzy (N”I;N’y + N’Y;’N@):I 45
b))

Nel problema termoelastico

N, Nmech Nth

x x
Ny p =< Njeh b+ S NI O ‘ K, = Kmech L Kih
Nay Nech NIt

Per le sole risultanti termiche:

K = / [NLNING + NYNPN, + N (NN, + NN ;) | dS
>

Risultanti termiche compressive riducono la rigidezza tangente delle perturbazioni trasversali.
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Esempio numerico di buckling termico

Piastra quadrata semplicemente appoggiata (a) [45/-45/0/90]. (b) [45/-45/0/0]

6
o)
/
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Ref.
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uzh
(2)

Innesco del buckling. Per entrambe le laminazioni I'analisi
linearizzata agli autovalori fornisce AT, = 38.6°C. La
soluzione non lineare permette poi di proseguire sul ramo
post-critico.

» Nastran 2D ——

Ref.
TEl —©~
LE2 - -&-
LE3
0 02 04 06 08 1 12 14 16
uzh
(b)

Evoluzione post-critica. Il laminato quasi isotropo (a)
mostra un ramo regolare; nel caso pil anisotropo (b)
compare un secondary buckling, con brusco cambio di forma
e spostamento massimo che si allontana dal centro.

Pagani et al., Journal of Thermal Stresses, 2026, Fig. 5.
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